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Абстракт—Математички модел електричног вода фор-
мулисан jе тако да су, коришћењем фракционог рачуна,
укључени мемориjски ефекти индуктивних и капацитив-
них феномена, коjи у класичном моделу нису узети у
обзир. Тополошким уопштењем елементарног кола, извр-
шеног додавањем кондензатора паралено везаног са от-
порником у редноj грани елементарног кола електричног
вода, у обзир jе узет и ефекат нагомилавања наелектри-
сања дуж проводника. Фреквенциjска анализа функциjе
преноса модела представља главни задатак овог рада.

I. Увод

Уочено jе да су модели са изводима нецелог (фрак-
ционог) реда веома погодни за описивање електрич-
них и магнетских феномена. На пример, капацитив-
ности и индуктивности фракционог реда су разма-
тране у [1]–[7], док су електрични водови моделирани
изводима фракционог реда проучавани у [8]. Фрак-
циони изводи су се показали изузетно ефикасним за
моделирање, између осталог, тракастих микро-водова
("microstrip lines") на учесталостима реда терахерца,
као и за "CRLHT-line" ("composite right/left-handed
transmission line"), види [9], [10].

Оваj рад jе наставак истраживања недавно обjа-
вљеног у [8] у коме jе разматран уопштени модел
електричног вода. У [8] jе претпостављено да се
процеси поларизациjе и магнетизациjе не дешаваjу
тренутно. Да би се уважиле ове претпоставке, у Хеви-
саjдовом елементарном колу су класичне капацитив-
ности и индуктивности замењене капацитивностима и
индуктивностима фракционог реда. Разматрано jе и
нагомилавање наелектрисања дуж проводника. Оваj
ефекат jе узет у обзир модификовањем топологиjе
елементарног кола додавањем (фракционе) капаци-
тивности у редну грану елементарног кола.

Резултуjући модел електричног вода са мемориj-
ским и ефектима нагомилавања налектрисања, мате-
матички jе представљен уопштеном временски фрак-
ционом jедначином телеграфичара, коjа jе изведена,
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анализирана и решена у [8]. Важно jе нагласити да се
уопштеном фракционом jедначином телеграфичара
могу описати оба типа процеса, дифузни и таласни, у
зависности од вредности параметара. Слични модели
коjи описуjу дифузне и таласне феномене су већ
публиковани у многоброjноj литератури, види нпр.
[11]–[13]. У овом раду, анализа спроведена у [8] проши-
рена jе разматрањем своjстава уопштеног фракционог
модела електричног вода у фреквенциjском домену.

Рад jе организован на следећи начин: у одељку
II представљене су jедначина и функциjа преноса,
коjе описуjу уопштени фракциони модел електрич-
ног вода; у одељку III дати су аналитички изрази
зависности модула и аргумента функциjе преноса
од учесталости; одељак IV се састоjи од графичких
приказа нумеричких примера и њихове дискусиjе; и
на краjу одељак V jе резервисан за закључак.

II. Уопштени фракциони модел електричног вода

У овом одељку укратко су представљени резултати
фракционог и тополошки уопштеног математичког
модела електричног вода, узимаjући као основ еле-
ментарно коло приказано на слици 1. Као резултат
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Слика 1. Елементарно коло уопштеног модела електричног
вода.
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где су R и L подужна редна отпорност и подужна
редна индуктивност, док су G и C подужна оточна
проводност и подужна оточна капацитивност, респек-
тивно. Са τ = RCR jе означена додатна позитивна
константа повезана са ефектом нагомилавања наелек-
трисања. Константе α, β, γ ∈ (0, 1) представљаjу ред
диференцирања у конститутивним релациjама фрак-
ционих индуктивних феномена и фракционих редних
и оточних капацитивнивних феномена, респективно.

Добро jе познато из теориjе електричних кола, види
[14], [15], да jе функциjа преноса (полу)бесконачног
вода дата следећим изразом

W∞ (x, s) = e−xk(s), (2)

где jе k(s) =
√
ψ(s) =

√
Z(s) Y (s) коефициjент про-

пагациjе, а Z(s) и Y (s) представљаjу редну подужну
импедансу и паралелну подужну адмитансу, респек-
тивно. Функциjа ψ = k2 одређена jе топологиjом
елементарног кола, слика 1, као и конститутивним ре-
лациjама сваког поjединачног електричног елемента
коjи се налази у елементарном колу. Функциjа ψ,
коjа одговара елементарном колу са слике 1, дата jе
изразом

ψ (s) =

(
sα+β + asα + b

)
(sγ + 1)

sβ + a
, (3)

где су a и b позитивне константе, дефинисане пара-
метрима L,R,C,G,CR, као и нормализациjом и без-
димензионисање фракционог математичког модела
електричног вода. За детаље погледати [8]. Приликом
испитивања своjстава функциjе преноса, важно jе
имати на уму да су и сингуларитети и нуле функциjе
ψ, дате (3), предстваљаjу тачке гранања функциjе
преноса W∞, дате (2).

III. Фреквенциjска анализа

У сврху припреме за фреквенциjску анализу, у
израз (3) jе уведена смена s = iω, након чега су реални
и имагинарни део функциjе ψ раздвоjени и изражени
као функциjе кружне учесталости ω на следећи начин

Reψ (ω) =
1∣∣ωβeiβ π
2 + a

∣∣2 C(ω), (4)

Imψ (ω) =
1∣∣ωβeiβ π
2 + a

∣∣2 S(ω), (5)

где су помоћне функциjе C и S дефинисане изразима
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.

Елементарним правилима комплексне алгебре, за
реални и имагинарни део k(ω) =

√
ψ(ω) добиjа се

Re k (ω) =

√
|ψ(ω)|+Reψ (ω)

2
, (6)

Im k (ω) = sgn (Imψ(ω))

√
|ψ(ω)| − Reψ (ω)

2
. (7)

Фреквенциjска зависност модула и аргумента функ-
циjе преноса одређена jе изразима

|W∞ (x, ω)| = e−xRe k(ω), (8)
argW∞ (x, ω) = −x Im k (ω) . (9)

IV. Примери и дискусиjа
У овом одељку дати су примери и дискусиjа фре-

квенциjске анализе модула и аргумента функциjе
преноса у зависности од броjа, положаjа и природе
њених тачака гранања.

Слике 2 и 3 показуjу фреквенциjску зависност
модула (8) и аргумента (9) функциjе преноса. На
оба графика су приказане по три криве коjе одго-
вараjу различитом броjу, природи и положаjу та-
чака гранања функциjе преноса. У првом случаjу
(испрекидана линиjа) функциjа преноса нема других
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Слика 2. Фреквенциjска зависност модула функциjе преноса
на дискертноj позициjи x = 1 за α = 5
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Слика 3. Фреквенциjска зависност аргумента функциjе преноса
на дискертноj позициjи x = 1 за α = 5
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тачака гранања осим s = 0. У том случаjу карактер
импулсног одзива jе апериодичан. У другом случаjу
(пуна танка линиjа) функциjа преноса, поред s = 0,
поседуjе негативну реалну тачку гранања. Тада им-
пулсни одзив има критично апериодичан карктер.
У трећем случаjу (пуна дебела линиjа) функциjа
преноса, изузев s = 0, поседуjе пар конjуговано
комплексних тачака гранања. Импулсни одзив jе тада
осцилаторан.

На основу слика (2) и (3), очигледно jе да jе
понашање модула и аргумента функциjе преноса у
случаjевима када не постоjе тачке гранања, или када
постоjи jедна негативна реална тачка гранања, моно-
тоно и да jе слично случаjу када функциjа преноса
има класични реални пол. У случаjу када функциjа
преноса поседуjе пар конjуговано комплексних тачака
гранања, понашање модула и аргумента jе немонотоно
и слично ситуациjи када функциjа преноса поседуjе
класичан пар конjуговано комплексних полова.

V. Закључак
Дифренцирање фракционог реда по времену ко-

ришћено jе како би се описали мемориjски ефе-
кат индуктивних и капацитивних феномена и на-
гомилавање наелектрисања дуж електричног вода.
Уопштена фракциона jедначина телеграфичара (1)
предложена jе као математички модел вода, коjим
би се узели у обзир историjа процеса на воду и
ефекат нагомилавања наелектрисања. Извршена jе
фреквенциjска анализа модула и аргумента функциjе
преноса у зависности од броjа, природе и положаjа
њених тачака гранања.
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Abstract
Mathematical model of transmission line is formulated

using fractional calculus, in order to include the memory
effects of capacitive and inductive phenomena, which are
not taken into account in the classical model. Topological

generalization of the elementary circuit is performed by
introducing a capacitor parallely connected with resistor in
a serial branch of elementary circuit, including the effects
of charge accumulation along the transmission line. The aim
of this paper is the frequency analysis of transfer function
corresponding to this model.
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