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Apstrakt—U radu je prikazana regulacija sistema prvog reda
sa transportnim kasnjenjem pomocu proporcionalno-integralnog
regulatora, pri ¢emu je fokus dat na proveri stabilnosti
dobijenog sistema. Projektovanje kontrolera baziran je na
primeni Lambert W funkcije i postavljanju dominantnih polova
na Zeljeno mesto u beskona¢nom spektru polova sistema sa
transportnim kaSnjenjem. Rezultat je dobijen simulacijom i
uporeden sa drugim dobro poznatim metodama za projektovanje
ovog kontrolera.

Kljuéne redi—PI regulator; transportno kaSnjenje; Lambert
W funkcija; Smitov prediktor.

. Uvop

Sistemi sa transportnim kasnjenjem (TDS) se ¢esto srecu u
industriji i u vecini sluCajeva za regulaciju se koriste
proporcionalno-integralni regulator (PI) ili proporcionalno-
integralno-diferencijalni regulator (PID) [1]. Praksa je
pokazala da je PI, kod sistema ¢ija se dinamika opisuje prvim
redom sa transportnim kasnjenjem (FOPTD), najzastupljeniji,
dok se kod sistema viSeg reda koji se mogu aproksimirati
pomoc¢u FOPTD, takode moze primeniti [2]. Uprkos ¢injenici
da postoje vise razliCitih metoda za projektovanje PI i
stabilizaciju TDS, ovo je polje koje ¢e i u buduénosti biti
istrazivano radi pronalaZenja $to efikasnije metode za
stabilnost ovakvih sistema.

U ovom radu, Pl je dizajniran postavljanjem dominantnih
polova u beskona¢nom spektru polova FOPTD kori§éenjem
Lambert W funkcije [3], uz pravila za matricnu Lambert W
funkciju [4] i odgovaraju¢e metode date u [5]. Simulacijom je
pokazano kako se menja dinamicka karakteristika zatvorenog
sistema promenom faktora relativnog prigusenja (&) i prirodne
ucestanosti oscilovanja (wn), kao i kakav je uticaj poremecaja
na sistem. Stabilnost zatvorenog sistema, uporedena sa
dozvoljenim parametrima Pl  datim u [6], a takode je
proverena Nikvistovim dijagramom. Za izracunavanje
parametara PI kori$¢en je LambertW _DDE Toolbox [7].
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Karakteristike zatvorenog sistema dobijene podeSavanjem
polova, reSavanjem diferencijalne jednadine sa kas$njenjem
(DDE) [8], uporedene su sa karakteristikama dobijenim
Smitovim prediktorom [9].

Lambert W funkcija, kori$¢ena je za estimaciju parametara
Drona 2.0 [10], ispitivanje stabilnosti glukozno-insulinskog
sistema [11], optimalnu kontrolu kod problema vezanih za
viskoznost [12]...

U sekciji 1l prezentovana je Lambert W funkcija, u sekciji
Il objasnjen je nacdin projektovanja PI primenom matri¢ne
Lambert W funkcije i u istoj su dati parametri za
projektovanje Smitovog prediktora. U sekciji 1V predstavljena
je zavisnost odsko¢nog odziva sa promenom ¢& i s, kao i
uticaj poremecaja na regulisani Sistem. Istovremeno je
izvrSeno poredenje parametara PI, sa parametrima regulatora
koji definiSu stabilnost, a iste je dao Silva [6]. U sekciji V date
su uporedne Kkarakteristike sistema sa Pl dobijenim ovom
metodom i Smitovim prediktorom, a u sekciji VI dat je
zakljucak sa predlogom za dalju analizu.

Il. LAMBERT W FUNKCIJA
Lambert W funkcija W(z) predstavlja resenje jednacine

W(z)e"® =z,z€C. 1)

Ukoliko z pripada skupu kompleksnih brojeva C, funkcija
ima beskona¢no mnogo resenja, kao i beskona¢no grana Wy(z)
gde ke(- 0o , 00 ). Samo grane za k=0, Wo(z)-principal branch i
k=-1, W.1(z) uzimaju realne vrednosti.

Ako zeR, gde je R skup realnih brojeva i ako je z>0, onda
postoji samo jedno realno reSenje Wo(z), a ako -1/e<z<0,
postoje dva realna reSenja Wo(z) i W.(z), pri ¢emu je
Wo(0)=0, Wo(-1/e)=W_1(-1/e)=-1 i Wo(e)=1, SI. 1.
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Sl. 1. Grafik funkcije Wy(2)=z za z¢R, ke(-1,0).
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Wo(z) je analiticka u nuli, $to proisti¢e iz Langrange
teoreme koja daje serijsku ekspanziju:

W, (2) :2%2”.

sa radijusom konvergencije e*. Diferenciranjem (1) po W(z) i
reSavanjem dobija se:

W/(z) = & 7z
Z(1+W(z)’

Simboli¢ki integral W(z) nalazi se K. B. Rangerovom
tehnikom:

fW(z)dz = (W2(2) —W(2) +1)e"@ +-C

1
= Z(W(Z)*1+W)+C.

S obzirom da z i W(z) pripadaju skupu kompleksnih
brojeva, ako je: W(z) =&+in i z=x+1y,onda je:

X = e*(£cosn —nsinn),
y = e*(ncosn +Esinn).

Kriva koja razdvaja Wo od W.1 i Wi u W(z) ravni zajedno sa
zatkom -1 je:

—ncotn+ni:—m<n<m,

dok je kriva koja razdvaja W.1 i W1, {—o00,—1] . Krive koje
razdvajaju ostale grane su:

—ncotn+ni:2kr <tn <2k +Dm k =1,2...

Detaljnije objasnjenje nadina reSavanja jednaéine (1)
razli¢itim numeri¢kim metodama kao i raspona grana Wy(z) i
uslovi za konvergenciju u C moze se na¢i u [3], dok su u
Maple i Matlabu implementirane funkcije za reSavanje
skalarnog i matri¢nog oblika ove jednacine.

I1l. ODREDIVANJE PARAMETARA Pl REGULATORA
Neka su funkcije prenosa FOPTD objekta (2) i PI
regulatora (3), gde je Kn koeficijent pojacanja, T Vremenska
konstanta, h transportno kasnjenje, K, i K; pojacanja
proporcionalnog i integralnog regulatora.

_ Y(S) _ K e—hs'

©,()= ues) Tmsnjkl @)
LU _ LK
G,(s) = o Kot ©)

Ako su y(t), u(t), e(t) i r(t) oznaceni, respektivno: izlaz
spregnutog sistema sa jedinicnom negativnom povratnom
spregom koji u direktnoj grani ima G¢(S)Gp(S), upravljacki
signal koji je ulaz u objekat Gp(s) a istovremeno je izlaz iz Pl
regulatora G¢(s), ulazni signal u Gg(s), referentni signal, a
njihove Laplasove transformacije Y(s), U(s), E(s) i R(s), pri
cemu je:

E(s) =R(s)—Y(s). (4)

onda je spregnuti prenos objekta sa regulatorom:

Y(s)  G.(s)G,(s)

T 1+G,(5)G, (5) ©)
Zamenom (2) i (3) u (5) dobija se:
—hs
Te)= :28 B T s’ JrK: ELKIE:FKT;)?% K)e ™' ©)
Karakteristi¢na jednacina sistema
T8 +s+K,(K,s+K)e™ =0, )

ima beskonacno reSenja. Prevodenjem u vremenski domen,
dobija se DDE drugog reda (8) za r(t)=0.

dzy(t)+idy(t)+Kpr tlly(Fh)+ KuKi
dt> T dt T dt T

m m m

y(t—h) =0.(8)

Smenom y = x, X, = X, u (8) dobija se:

%:Ax(t)Jr,’-\,x(tfh), gde su matrice x, A, Aq date u (9)
0 1 0 0
%
2
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Polovi sistema dobijaju se svodenjem karakteristine
jednaéine (10) na Lambert W oblik (11) pri ¢emu se uvodi
nepoznata matrica QcC??, koja mora da zadovolji (12), tako
da se resenje (10) dobija iz (13) uz uslov (12).

S—-A-Ae™ =0 (10)

W, (A,hQ, )e" A" — h(S, — A). (11)
Wk (An th )eoNk(%th)+Ah) — Adh' (12)
S, = LW, (ARQ) + A (13)



Izbor Zeljenih polova, u beskona¢nom spektru polova,
svodi se na izbor dominantnih polova (najblizih imaginarnoj
osi kompleksne s ravni), a u [7] pokazano je da se oni dobijaju
reSavanjem (13) samo za k=0 ili k=+I, ¢ime se garantuje da
su isti dominantni.

ReSavanjem (12) i (13) za Zzeljene polove, odreduju se
parametri PI regulatora, pri ¢emu treba naglasiti da izbor
lokacije zeljenih polova ne moze biti proizvoljan ve¢ mora biti
ispunjen uslov dominantnosti, u ve¢ navedenom smislu, koji
je uslov za primenu ove metode. Sistem (12) i (13) moze da se
re$i primenom naredbe fsolve ili LambertW_DDE Toolboxom
u Matlabu.

Predpostavimo da je model sistema u Smitovom prediktoru
idealan i jednak posmatranom sistemu Gp(s).

Parametri Pl regulatora nalaze se kao da Gpy(s) nema
transportno kaSnjenje, jer se isto pomera van jedinicne
negativne povratne sprege. Pl regulator dobijen na ovakav
nacin ima funkciju prenosa i parametre date u (14) gde su A1
zeljeni polovi sistema.

LK 2T, 1
s ’ ps K 1

m

wiT .
K = Pn( T Ny, = —€w, Tiw,y1-€°.

Gcs (S) =K ps
(14)

IV.  KARAKTERISTIKE SISTEMA

Posmatrani sistem dat je u [6] ¢ija funkcija prenosa (2) ima
parametre Kn=1, h=1, Tn=4.

Za izabrane vrednosti ¢ i wn, parametri PI regulatora, I1AE i
ISE prikazani su u Tabeli | i Tabeli Il.

Odsko¢ni odziv sistema za razliite vrednosti wn i
konstantno ¢& dat je na Sl. 2., a Sl. 3. predstavlja odsko¢ni
odziv sistema za konstantno wn i razli¢ito &.
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Sl. 2. Odskoéni odziv za £=0.7, i wye(0.4,0.5,0.6 i 0.7) sa parametrima Pl
regulatora datim u Tabeli I.
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S1. 3. Odskocni odziv za ®,=0.5, 1 £€(0.4,0.5,0.6 1 0.7) sa parametrima PI
regulatora datim u Tabeli II.

TABELAI
PARAMETRI Pl REGULATORA I GRESKE IAE, ISE U FUNKCIJI PRIRODNE
UCESTANOSTI OSCILOVANJA

{ |on | A Ko Ki IAE ISE
0.7 | -0.49+0.49i | 1.8808 | 0.7775 | 2.804 | 1.797
0.7 | 0.6 | -0.42+0.43i | 1.6964 | 0.7046 | 2.913 | 1.699
0.5 | -0.35+0.361 | 1.4437 | 0.5913 | 3.091 | 1.961
0.4 | -0.28+0.291 | 1.1175 | 0.4498 | 3.476 | 2.206

TABELAII
PARAMETRI P| REGULATORA I GRESKE IAE, ISE U FUNKCIJI FAKTORA
RELATIVNOG PRIGUSENJA

wn | € A2 Kop Ki IAE | ISE
0.4 | -0.20+0.46i | 1.1361 | 0.7738 | 4.307 | 2.359
051]05 -0.25+0.431 | 1.2729 | 0.7069 | 3.717 | 2.153
0.6 | -0.30+0.40i | 1.3736 | 0.6663 | 3.342 | 2.032
0.7 -0.35+0.361 | 1.4437 | 0.5913 | 3.091 | 1.961

Poredenjem dobijenih K, i K; sa grafikom datim na slici
“Fig. 6 The stabilizing set of (kp,ki) values” u [6], lako se
moze uoditi da dobijene vrednosti K, i K; pripadaju skupu
dozvoljenih vrednosti, §to ukazuje da je ovako projektovan
sistem stabilan, $to se vidi i sa Nikvistovog dijagrama SlI. 4.
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SI. 4. Nyquist dijagram za &=0.7, i ®,=0.4 sa parametrima PI regulatora
datim u Tabeli I.
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Sl. 5. Odziv sistema za £=0.7, i ®,€(0.4,0.5,0.6 i 0.7) sa parametrima PI
regulatora datim u Tabeli I, kada na sistem deluje poremecaj, u trenutku
t=30s, oblika odskocne funkcije ¢ija je amplituda 10.
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Sl. 6. Odziv sistema za ®,=0.5, i £(0.4,0.5,0.6 i 0.7) sa parametrima PI
regulatora datim u Tabeli I, kada na sistem deluje poremecaj, u trenutku

t=30s, oblika odskocne funkcije ¢ija je amplituda 10.




Prilikom izbora Zeljenih polova, treba se rukovoditi ne
samo brzinom odziva i dobrom prelaznom karakteristikom,
veé se, ukoliko je sistem izloZzen poremeéajima, mora paziti i
na robustnost sistema. Uticaj poremecaja na posmatrani
sistem prikazan je na SI. 5. i Sl. 6. Ukoliko je Zeljeni realni i
imaginarni deo pola, koji je u funkciji £ i wy, izabran tako da
poveéa brzinu odziva, za posledicu ima veci preskok prelazne
karakteristike, ali i brze smirenje sistema pod dejstvom
poremecaja. S obzirom da su ove dve veli¢ine u kontradikciji,
parametre regulatora treba izabrati tako da $to bolje zadovolje
oba uslova.

Vaznu ulogu pri izboru parametara, za projektovanje PlI,
ima 1 vrednost upravljackog signala koji dobijamo na izlazu
regulatora. Za posmatrane ¢ i wn, i dobijene parametre Pl
regulatora, upravljacki signali prikazani su S1.7. i Sl. 8.
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SI. 7. Upravljacki signal u(t), za £&=0.7, i 0n€(0.4,0.5,0.6 i 0.7) sa parametrima
P1 regulatora datim u Tabeli I.
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Sl. 8. Upravljacki signal u(t), za ©,=0.5, i £€(0.4,0.5,0.6 1 0.7) sa parametrima
P1 regulatora datim u Tabeli 1l

V. UPOREDNE KARAKTERISTIKE SA SMITOVIM PREDIKTOROM

Za dve razlicite vrednosti ¢ i wn, razmatranog objekta u
sekciji 1V, projektovan je Pl regulator Lambert W metodom i
Smitovim prediktorom. Dobijeni parametri Kp, Ki kao i 1AE i
ISE pracenja referentnog signala, dati su Tabela IlI, a
karakteristike oba sistema u prelaznom stanju, vreme smirenja
(Ts), vreme uspona (Ty) i vrednost preskoka (M) pokazuje
Tabela IV.

Odskoc¢ni odziv regulisanih sistema dat je Sl. 9. Uticaj
poremecaja na sistem i promena upravljackog signala
prikazan je na Sl. 10.

TABELAII
KARAKTERISTIKE PARAMETARA Pl REGULATORA | GRESAKA IAE, ISE

é wn | Metoda Ko Ki IAE ISE
LambertW | 0.869 | 0.274 | 4.0346 | 2.6654

0.85 | 0.3 | Smith 1.040 | 0.360 | 4.0730 | 2.6613
LambertW | 1.117 | 0.450 | 3.4673 | 2.2059

0.7 | 0.4 | Smith 1.240 | 0.640 | 3.4568 | 2.2417

TABELA IV
KARAKTERISTIKE REGULATORA U PRELAZNOM STANJU
é wn | Metoda Ts T, Mp
Lambert W 15.6 | 5.59 2.34
0.85 | 0.3 | Smith 9.60 | 597 | 1.80
Lambert W 139 | 3.21 10.9
0.7 | 0.4 | Smith 141 | 3.71 7.82
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SI. 9. Odsko¢ni odziv referentnog signala i sistema regulisanih Lambert W
metodom i Smitovim prediktorom za £=0.85, i ©,=0.3.
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SI. 10. Odziv sistema regulisanih Lambert W metodom i Smitovim
prediktorom i upravljackih signala za £&=0.85, i ®,=0.3, kada na sistem deluje
poremecaj, u trenutku t=30s, oblika odsko¢ne funkcije ¢ija je amplituda 10.

VI. ZAKLIUCAK

Lambert W funkcija i izlozena metoda mogu se Koristiti za
projektovanje PI regulatora kod stabilnih FOPTD iz razloga
Sto regulisani sistem pokazuju dobre karakteristike, ne samo u
prelaznom stanju, veé i u sluc¢aju da na isti deluje poremecaj.

S obzirom da ne postoji znafajna razliku u radu sistema
regulisanih ovako dizajniranim PI regulatorom ili Smitovim
prediktorom isti se moze upotrebi kao njegova zamena.

U narednom periodu moze se analizirati PI regulator
primenjen na nestabilne objekte, kao i projektovanje P i Pl
regulatora za sistema koji imaju integralno dejstvo, primenom
Lambert W funkcije.
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ABSTRACT

The paper describes the regulation by using proportional-
integral controller on the first order systems with time delay,
where the focus is given to check the stability of the resulting
system. Design controllers based on the application of
Lambert W function and setting the dominant poles in the
desired place in the infinite spectrum of poles system with
time delay. The result was obtained by simulation and
compared with other well known methods for the design of
this controller.

Application of the proportional-integral controller for the

systems of the first order with time delay using the
Lambert W function for setting poles
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