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SaZetak-U ovom radu bite prikazan postupak formiranja 7)e~“7dr, G se moze realizovafiekvencijski distribuiranim
dijagonalne reprezentacije modela jedne Siroke klase linearnih, modelom u prostoru stanjaj. u obliku
stacionarnih sistema koji se opisuju neracionalnim funkcijama
prenosa. Prikazani postupak c¢e se u potpunosti osloniti na dx(t,w)
alate klasicne kompleksne analize, koji se tradicionalno Siroko —_—
primenjuju u teoriji upravljanja. U tom smislu, opisani po- ot IS
stupak se donekle izdvaja od pristupa koji se olino srecu y(t) :/ v (w)a(t, w)dw (3)
u literaturi, a koji se oslanjaju na teoriju uopstenih funkcija 0 ’ ’
(odnosno distribucija). Smatramo dace ovakav pristup Winiti
izlaganje pristupacnijim inZenjerima. Bice diskutovani uslovi gde je (moZe se pokazati)
pod kojima je moguce iracionalnu funkciju prenosa realizovati
u dijagonalnoj formi; na osnovu toga, bice prikazano uopstenje

1. )
Hevisajdovog i Pronijevog razvoja. V(w) = P &112% S{G(-w—je)}. (4)

= —wa:(t, w) + u(f) , (2)

Valja primetiti da se difuzna reprezentacija moze posmatrati
|. UvoD kao kontinuum diferencijalnih jed@@ma prvog reda koje
. o ) ) su melusobno potpuno raspregnute. U tom smislu, difuzna
Difuzna reprezentacija je uvedena 90-tih godina XXeprezentacija je pravo uopstenje dijagonalne forme zapisa
veka sa ciliem reprezentacije “nestandardnih” pseudgratematikog modela u prostoru stanja. Tek se u jeiinia
diferencijalnih  operatora  primenom  kiasih, premda izjaza (3) doprinosi pojedinih ,stanja”, odnosno ,,modova’,
beskonano-dimenzionih, modela u prostoru stanja [1]. OVahegusobno superponiraju u cilju formiranja izlaza.

reprezentacija se n@ge primenjuje na sisteme necelog porafenja radi, dijagonalna forma koéreo-dimenzionog
reda (frakcione sisteme) [2], ali se sasvim uspeSno MoZR jela u prostoru stanja glasi
primeniti i na druge klase sistema, kao Sto je i demonstrirano

u izvornom radu. a; 0 .0 1
Linearni, vremenski invarijantni, kauzalni sistem impul- 0 as ... 0 1
snog odziva (jezgra, kernelgjt) i funkcije prenosaG (s) = x(t) = x(t)+ |.|ut), (5
L{g(t)} dozvoljava difuznu reprezentaciju ako postoji o 0 '
v :(0,00) — R takvo da je 0 0 ... an 1
- yt)=ler c2 ... cn] x(t) . (6)
—wt
9(t) /0 Yw)emdw. @ Pri tome, jednéinu (5) treba porediti sa (2), a jedna-

¢inu (6) sa (3). Vektor stanjx(t) koji figuriSe u klast-
nom matematikom modelu u prostoru stanja zamenjuje se
funkcijom stanjaz(¢,w) u difuznoj reprezentaciji. Dakle,
umesto preslikavanjdl,...,n] — R (. n-dimenzionog
vektora) ,,stanjem” se u svakom trenutku vremena smatra
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Funkciju~y nazivamo tezinskom funkcijomiifuzne (odnosno
frekvencijski distribuirane ) reprezentacije Pod odrdenim
uslovima, uvdenjem “funkcije stanja(t,w) = fotg(t —
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temo u nastavku smatrati samo kvadratno-integrabilne-fur* (w)e=**| < G(w, t) za skoro svake, > 0 i skoro svako
cije. Drugim r&ima, dozvolcemo dax(t,w) bude stanje ¢ > 0.

posmatranog sistema samo ukoliko je Teorema 1. Pod pretpostavkama 1-4, vazi da je

/ lo(t, @) 2dw < 00 (V¢ > 0) .
0

o0)= [ e do. ®)
Podséamo Citaoca da kvadratno integrabilne funkcijame 0
Hilbertov prostor, te da se sa takvim objektima moZe (@dziv sistema na datu pobuduw{t) — se moZe izraziti
najvecem broju sléajeva) operisati podjednako lako kao spomocu(2), (3), (4).

vektorima koné&ne duzine. ) ) L -
Dokaz. Impulsni odzivg se moze sféunati inverznom trans-

~ Difuzna reprezentacija je nasla Zagnu primenu u analizi formacijom funkcije prenosé(s), tj. neposrednim staina-
I sintezi sistema necelog reda, kako linearnih tako i nelinganjem Bromvievog integrala

arnih. Zainteresovanogitaoca up@ujemo na odgovaraju

literaturu [1], [3]-[6]. U ovom radu, prikaz&mo jedan o 1
postupak izvdenja uopStene dijagonalne reprezentacije koji g(t) = 275 Jo—joo
se u potpunosti oslanja na klase alate kompleksne ana- o ) . .
lize. U tom smislu, opisani postupak se donekle izdvaf209 Pretpostavki 1 i 3, kontura integracije se moze defor-
od izvornog pristupa, koji se oslanjaju na teoriju uoptenMisati na nain prikazan slikom 1, Sto dovodi do sz,
funkcija (odnosno distribucija, videti recimo [7]). Smatno €kvivalentnog izraza (konciznosti radi, podintegralmaz je

da te se na ovaj r@n Winiti izlaganje pristupénijim. ispusten i podrazumeva se da je isti kao u prethodnom izrazu

Bice diskutovani uslovi pod kojima je moge iracionalnu (9))

l+joo
G(s)e®'ds (£>0). 9)

funkciju'pren.osa reaIizovavti u Qijagoqalqoj formi; na osno g(t) = L lim </ +/ +/ ) . (10)
toga, bte prikazano uopsStenje Hevisajdovog i Pronijevog 2rje=0\Jap Jc Jebp
razvoja [8].

Il DIJAGONALNA FORMA Smenoms = a + c¢’¥, nalazimo da je

Posmatrajmo linearan, stacionaran, kauzalni sistem sa im-
pulsnim odzivomg : [0,00) — R i funkcijom prenosa
G(s) = L{g(t)}, gde je sal ozn&ena Laplasova trans-

Jue

/2 ) p ,
= ‘/ G(a+ Ee”’)e(“ﬁew)tae”’jd@
—7/2

formacija. Skupove realnih, odnosno kompleksnih brojeva < /2 G i) et g
ozna&avaemo saR i C, tim redom. Oznémo li operaciju /77/2 |E (a+ee )} e
konvolucije sax, poznato je da se odzit) na ,,bilo koju”
kauzalnu pobudu : [0, 00) — R moZe sraunati kao Usled pretpotavke 2 podintegralni izraz tezi nuli saZa-
. klju€ujemo dafBc tezi nuli. Preostala dva izraza mozemo
y(t) = (gxu)(t) = / g(t — T)u(r)dr . (7) zapisati na slede nacin
0
Uvodimo sledée pretpostavke, koje jednovremetine i do- / +/ — /OO [G(—w —je) — G(—w + je) | e “tdw .
voljne uslove pod kojima je dijagonalna realizacija mégu /A Jcb 0
FiziCki smisao ovih pretpostavki & razmatran u nastavku. (11)
Pretpostavka 1. G(s) je analittka naC \ (—oo, 0]. Kako je g realan signalG mora biti simetrtna u odnosu
. na realnu osu. Posletio, G(—w — je) — G(—w + je) =
Pretpostavka 2. 21_13(1) sG(s) = 0. 2i3{G(—w — jo)}, te je

Pretpostavka 3. lim G(s) =0 1 [
a0 g(t) = lim X / S{C(-w — je)}e“dw  (12)
Pretpostavka 4. Grantne vrednosti =0t T Jo
GF(w) = lim G(—w + je) Konatno, operacije iznalaZenja gréne vrednosti i integra-
e—0* cije mogu zameniti mesta. Ovo je mamujer pretpostavka
su dobro definisane za svake > 0. Postoji apsolutno 4 dozvoljava primenu Teoreme o dominiranoj konvergenciji
integrabilna funkcijaGG : (0,00) x RT — R takva da je [9]. Time se neposredno nalaze izrazi (4) i (1).



Im s Vi na polu-beskortmom domenur > 0. Primera radig moze
predstavljati temperaturu veoma dugog tankog Stapa, gde
se ulaznom promenljivom smatra toplotni fluksc¢ptnog

1
1
1
1
1 ~ . e .
D C ' popre&nog preseka = 0 (tj. veliina proporcionalna sgg),
>\€ ' Re s a izlaznom prgmenljivom temperatur.a n.ekog', proizvoljno
‘J ' izabranog poprenog preseka: = x (videti, recimo, [10],
a ; [11]).
A B ' Primenom Laplasove transformacije po vremenskoj pro-
: menljivoj parcijalna jedné&na provalenja pretvara se u
' ,obicnu” diferencijalnu jedn@nu u kojoj Laplasova pro-
menljiva figuriSe kao parametar,
Slika 1. Kontura integracije ponta koje je izvedena uopStena difuzna 32Q( )
reprezentacija. Kruzni deo kontutdi polupretnik neograrieno raste nije SQ(I S) _ q(:(‘ O) — z,$
H ’ 79 2
prikazan. Ox

S obzirom da nas u ovom trenutnu zanima funkcija prenosa,
apoéetne uslove mozemo izjedti sa nulom. ReSenje dobi-

Kombinujuei prethodno dobijene izraze sa (7), odziv na e ) .
jene jednaine neposredno nalazimo u obliku

lazimo u formi
y(t) — / (/ ,y(w)e—w(t—r)dw> U(T)dT ) Q('Tv 5) A(S)e + B(S)e :
0 0 S obzirom da mora vaZziti da jéim q¢(¢,x) = 0, zakljucu-

©mo da jeA(s) = 0. Sa druge st?ane, ulazni fluks je upravo
Bravijatka veltina, te je

Konatno, difuznu reprezentaciju (2)—(3) nalazimo zameno
redosleda integracije, Sto je dopusteno Teoremom Tonel|
[9]. Pri tome, uvedena jginterna” promenljiva, odnosno
,funkcija stanja” U(s) = 9Q(z, 5) = —\/sB(s) e V" .
t Ox =0 =0
r(w,t) = e ¥ xu(t) = / e*“(t*T)u(T)dT . Konatno je
0

Sasvim se jednostavno porverava da tako uvedene pro- Glzo, s) = _
menljive stanja zadovoljavaju parcijalnu jeditau dinamike 0 U(s) NG
stanja procesa (2fime je dokaz konézno zavrsen. ' U nastavkutemo, bez gubitka op3tosti, posmatrati&siu

i ) xzo = 1, dok €e negativni predznak biti zanemaren (tj.
Primedba 1. Umesto formalno korekinog zapisa (4), MOgyefinisgéemo ulaznu promenljivu kao negativni gradijent
Zemo pisati 1 . raspodele toplote). Drugim ¢&na, razmatréemo difuznu

Y(w) = =S{G(we ')} . (13) reprezentaciju procesa opisanog funkcijom prenosa
s

Q(zo, s) e~ %oVs

lako neprecizniji, ovaj zapis ponekad olakSavatsravanje Gls) = e Ve (15)
koeficijenata dijagonalne reprezentacije. NG

Posledica 1.1zraz(8) mozemo shvatiti kao uop3teni Pronijev Posmatrana funkcija prenosa zadovoljava pretpostavke 1
razvoj impulsnog odziva. U tom smislu, uvedene pretpostafl® 4 Zaista, kako je

predstavljaju dovoljne uslove pod kojima je ovaj razvoj ‘ Ve %
mOgUé G(wei‘]ﬂ—) = W
Posledica 2.Pod uvedenim pretpostavkama funkcija prenosa eIV@ cos(y/w) + j sin(y/@)
G dozvoljava uopsteni Hevisajdov razvoj =— = . ;
—jvw —jvw
o0 1 J—
G(s) :/ Y(w)——dw . (14) majorizujieu funkciju G(w) mozemo birati (recimo) kao

_ 70 5 +.w i ~ Gw) = Ce*/\/w, gde jeC > 1 slobodan, realan
Primer 1. Posmatrajmo proces opisan parcijalnom diferefzarametar. Neposrednom primenom izraza (13) nalazimo da
cijalnom jedn&inom je

oq(x,t)  0%q(x,t) (W) = cos(y/w) (16)

ot Oz Tw



Slika 2. Slaganje vrednosti funkcije prenosa razmatrangimePu 1 sa
vrednostima uops$tenog Hevisajdovog razvoja. Vrednostiraunate za
realne pozitivne vrednosti Laplasove promenljie

PRIMERI DIFUZNIH REPREZENTACIJA NEKIH KARAKTERISTICNIH
FUNKCIJAPRENOSA

=

gy

Ey

wa
ta_lEa o _toz -
(=) T w?® + 2cos(am)w® + 1

Eqp(z) =302, F(#k-%—ﬁ) ozn&ava dvoparametarsku Mitag-Lefle-ow.(G.
Mittag-Leffle) funkciju [2].

Odgovarajai uopsteni Hevisajdov razvoj je

W s+w «

a odgovarajoa Pronijeva ekspanzija glasi

* cos(Vi) _un,

llustracija adekvatnosti prikazanog postupka data jeosiik
2. Dalji primeri prikazani su u Tabeli I.

IIl. SMISAO PRETPOSTAVKI

Pretpostavka 1 obezbeje da su svi singulariteti funkcije
prenosa realni i negativni. Usled toga, difuzna reprezdjata
(2) ne sadrzi oscilatorne ili nestabilne ,,modove”, Sto tas
kako morao biti slgak u koliko bi i konjugovano-kompleksni
singulariteti bili prisutni.

Sluze&i se osnovnim svojstvima Laplasove transformacije,
Pretpostavka 2 se moze zapisati i na steaecin

tlggo g(t)=0. (19)

Uzete zajedno, pretpostavke 1 i 2 ukazuju da)japscisa
konvergencije funkcije prenosd, ali kazuje i znatno vise.
Ove pretpostavke obezigju da jezgroy(¢) tezi nuli kadat
raste. lzmdu ostalog, pretpostavka 2 zahteva da, i6k@)
moZze biti neograieno u okolini koordinatnog @etka, 0
nije pol posmatrane funkcije prenosa.

Pretpostavka 3 kazuje da funkcija prenésana nultu vi-
sokofrekvencijsko pojeanje. Ovo je uolfiajena pretpostavka
izvodljivosti (eng. realisability), a takale je ispunjena za
svaku po delovima neprekidno jezgg6t) [12].

Pretpostavka 4 je uvedena kako bi se ispunili uslovi
Teoreme Dominantne Konvergencije u dokazu Teoreme 1.
Izmedu ostalog, obezlikije da jeG ograntena u okolini
presé&ne linije (eng.branch-cuj s € (o0, 0).

IV. SINGULARNE DIFUZNE REPREZENTACIJE

U slucajevima kada jedna ili viSe pretpostavki 1-4 nije za-
dovoljena,testo je mogee definisati difuznu reprezentaciju,
ali u tom sli€aju~ valja interpretirati kao uopstenu funkciju,
odnosno distribuciju. Detaljna razmatranja izlaze vaniiakv
ovog rada, te dajemo samo jedan ilustrativni primer.

Primer 2. Posmatrajmo kor&o-dimenzioni procesiji su
svi polovi realni i prosti (i koji leze u levoj poluravni),
opisanog funkcijom prenosa

_ Buls) 4
G(s) = ToGra) > Tra (20)

gde jen red procesaB,,(s) je polinom sa realnim koefici-
jentima stepenan < n, a; > 01i A, € R. Poslednji izraz se
moze dobiti Hevisajdovim razvojem na parcijalne razlomke.
Nije teSko zaklj&iti da se izraz (20) moze posmatrati kao
specijalan sldaj izraza (3), pricemu je

j=1

Yw) = Ajd(w+ay), (21)
j=1

dok je 0 Dirakova delta-distribucija. Impulsni odziv (koji je
ujedno predstavlja i Pronijev razvogft) = >-7_, Aje” %"
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