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Sažetak—U ovom radu biće prikazan postupak formiranja
dijagonalne reprezentacije modela jedne široke klase linearnih,
stacionarnih sistema koji se opisuju neracionalnim funkcijama
prenosa. Prikazani postupak će se u potpunosti osloniti na
alate klasǐcne kompleksne analize, koji se tradicionalno široko
primenjuju u teoriji upravljanja. U tom smislu, opisani po-
stupak se donekle izdvaja od pristupa koji se obǐcno srécu
u literaturi, a koji se oslanjaju na teoriju uopštenih funkcija
(odnosno distribucija). Smatramo daće ovakav pristup ǔciniti
izlaganje pristupačnijim inženjerima. Bi će diskutovani uslovi
pod kojima je moguće iracionalnu funkciju prenosa realizovati
u dijagonalnoj formi; na osnovu toga, bíce prikazano uopštenje
Hevisajdovog i Pronijevog razvoja.

I. UVOD

Difuzna reprezentacija je uvedena 90-tih godina XX
veka sa ciljem reprezentacije “nestandardnih” pseudo-
diferencijalnih operatora primenom klasičnih, premda
beskonǎcno-dimenzionih, modela u prostoru stanja [1]. Ova
reprezentacija se najčeš́ce primenjuje na sisteme necelog
reda (frakcione sisteme) [2], ali se sasvim uspešno može
primeniti i na druge klase sistema, kao što je i demonstrirano
u izvornom radu.

Linearni, vremenski invarijantni, kauzalni sistem impul-
snog odziva (jezgra, kernela)g(t) i funkcije prenosaG(s) =
L{g(t)} dozvoljava difuznu reprezentaciju ako postoji
γ : (0,∞) → R takvo da je

g(t) =

∫ ∞

0

γ(ω)e−ωtdω . (1)

Funkcijuγ nazivamo težinskom funkcijomdifuzne (odnosno
frekvencijski distribuirane ) reprezentacije. Pod odrēdenim
uslovima, uvōdenjem “funkcije stanja”x(t, ω) =

∫ t

0
g(t −
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τ)e−ωτdτ , G se može realizovatifrekvencijski distribuiranim
modelom u prostoru stanja, tj. u obliku

∂x(t, ω)

∂t
= −ωx(t, ω) + u(t) , (2)

y(t) =

∫ ∞

0

γ(ω)x(t, ω)dω , (3)

gde je (može se pokazati)

γ(ω) =
1

π
lim
ε→0

ℑ{G(−ω − j ε)} . (4)

Valja primetiti da se difuzna reprezentacija može posmatrati
kao kontinuum diferencijalnih jednačina prvog reda koje
su mēdusobno potpuno raspregnute. U tom smislu, difuzna
reprezentacija je pravo uopštenje dijagonalne forme zapisa
matematǐckog modela u prostoru stanja. Tek se u jednačini
izlaza (3) doprinosi pojedinih ‚‚stanja”, odnosno ‚‚modova”,
med̄usobno superponiraju u cilju formiranja izlaza.

Porēdenja radi, dijagonalna forma konačno-dimenzionog
modela u prostoru stanja glasi
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
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u(t) , (5)

y(t) =
[

c1 c2 . . . cn
]

x(t) . (6)

Pri tome, jednǎcinu (5) treba porediti sa (2), a jedna-
činu (6) sa (3). Vektor stanjax(t) koji figuriše u klasǐc-
nom matematǐckom modelu u prostoru stanja zamenjuje se
funkcijom stanjax(t, ω) u difuznoj reprezentaciji. Dakle,
umesto preslikavanja[1, . . . , n] → R (tj. n-dimenzionog
vektora) ‚‚stanjem” se u svakom trenutku vremena smatra
beskonǎcno-dimenziono preslikavanjeR → R (koje možemo
interpretirati kao vektor sa kontinuuomom dimenzija). Sa
formalnog je aspekta važno napomenuti da se ne može svako
takvo preslikavanje smatrati ‚‚stanjem”, s obzirom da bi neka
takva ‚‚stanja” podrazumevala da sistem u nekom konačnom
trenutku sadrži neograničeno mnogo ‚‚energije”. Stanjima
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ćemo u nastavku smatrati samo kvadratno-integrabilne funk-
cije. Drugim rěcima, dozvolícemo dax(t, ω) bude stanje
posmatranog sistema samo ukoliko je

∫ ∞

0

|x(t, ω)|2dω < ∞ (∀t ≥ 0) .

Podsécamočitaoca da kvadratno integrabilne funkciječine
Hilbertov prostor, te da se sa takvim objektima može (u
najvécem broju slǔcajeva) operisati podjednako lako kao sa
vektorima konǎcne dužine.

Difuzna reprezentacija je našla značajnu primenu u analizi
i sintezi sistema necelog reda, kako linearnih tako i neline-
arnih. Zainteresovanoǧcitaoca upúcujemo na odgovarajuću
literaturu [1], [3]–[6]. U ovom radu, prikazaćemo jedan
postupak izvōdenja uopštene dijagonalne reprezentacije koji
se u potpunosti oslanja na klasične alate kompleksne ana-
lize. U tom smislu, opisani postupak se donekle izdvaja
od izvornog pristupa, koji se oslanjaju na teoriju uopštenih
funkcija (odnosno distribucija, videti recimo [7]). Smatramo
da će se na ovaj nǎcin učiniti izlaganje pristupǎcnijim.
Biće diskutovani uslovi pod kojima je moguće iracionalnu
funkciju prenosa realizovati u dijagonalnoj formi; na osnovu
toga, bíce prikazano uopštenje Hevisajdovog i Pronijevog
razvoja [8].

II. D IJAGONALNA FORMA

Posmatrajmo linearan, stacionaran, kauzalni sistem sa im-
pulsnim odzivomg : [0,∞) → R i funkcijom prenosa
G(s) = L{g(t)}, gde je saL oznǎcena Laplasova trans-
formacija. Skupove realnih, odnosno kompleksnih brojeva
oznǎcavácemo saR i C, tim redom. Oznǎcimo li operaciju
konvolucije sa⋆, poznato je da se odzivy(t) na ‚‚bilo koju”
kauzalnu pobuduu : [0,∞) → R može srǎcunati kao

y(t) = (g ⋆ u) (t) =

∫ ∞

0

g(t− τ)u(τ)dτ . (7)

Uvodimo sledéce pretpostavke, koje jednovremenočine i do-
voljne uslove pod kojima je dijagonalna realizacija moguća.
Fizički smisao ovih pretpostavki biće razmatran u nastavku.

Pretpostavka 1. G(s) je analitǐcka naC \ (−∞, 0].

Pretpostavka 2. lim
s→0

sG(s) = 0.

Pretpostavka 3. lim
s→∞

G(s) = 0

Pretpostavka 4. Granǐcne vrednosti

G±(ω) = lim
ε→0+

G(−ω ± jε)

su dobro definisane za svakoω > 0. Postoji apsolutno
integrabilna funkcijaḠ : (0,∞) × R+ → R takva da je

|G±(ω)e−ωt| < Ḡ(ω, t) za skoro svakoω > 0 i skoro svako
t > 0.

Teorema 1. Pod pretpostavkama 1–4, važi da je

g(t) =

∫ ∞

0

γ(ω)e−ωtdω . (8)

Odziv sistema na datu pobudu –u(t) – se može izraziti
pomoću(2), (3), (4).

Dokaz. Impulsni odzivg se može srǎcunati inverznom trans-
formacijom funkcije prenosaG(s), tj. neposrednim srǎcuna-
vanjem Bromvǐcevog integrala

g(t) =
1

2π j

∫ ℓ+j∞

ℓ−j∞
G(s)estd s (ℓ > 0) . (9)

Zbog pretpostavki 1 i 3, kontura integracije se može defor-
misati na nǎcin prikazan slikom 1, što dovodi do sledećeg,
ekvivalentnog izraza (konciznosti radi, podintegralni izraz je
ispušten i podrazumeva se da je isti kao u prethodnom izrazu
(9))

g(t) =
1

2π j
lim
ε→0

(
∫

AB

+

∫

BC

+

∫

CD

)

. (10)

Smenoms = a+ εejϕ, nalazimo da je
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∣

∫
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∣
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∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ π/2

−π/2

G(a+ εejϕ)e(a+εejϕ)tεejϕjdϕ

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π/2

−π/2

∣

∣εG(a+ εejϕ)
∣

∣ eatdω

Usled pretpotavke 2 podintegralni izraz teži nuli saε. Za-
ključujemo da

∫

BC teži nuli. Preostala dva izraza možemo
zapisati na sledéci nǎcin
∫

AB

+

∫

CD

=

∫ ∞

0

[

G(−ω − jε)−G(−ω + jε)

]

e−ωtdω .

(11)

Kako je g realan signal,G mora biti simetrǐcna u odnosu
na realnu osu. Posledično, G(−ω − jε) − G(−ω + jε) =
2jℑ{G(−ω − jε)}, te je

g(t) = lim
ǫ→0+

1

π

∫ ∞

0

ℑ{G(−ω − jε)}e−ωtdω (12)

Konǎcno, operacije iznalaženja granične vrednosti i integra-
cije mogu zameniti mesta. Ovo je moguće jer pretpostavka
4 dozvoljava primenu Teoreme o dominiranoj konvergenciji
[9]. Time se neposredno nalaze izrazi (4) i (1).
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Slika 1. Kontura integracije pomoću koje je izvedena uopštena difuzna
reprezentacija. Kružni deo konturečiji poluprěcnik neogranǐceno raste nije
prikazan.

Kombinujúci prethodno dobijene izraze sa (7), odziv na-
lazimo u formi

y(t) =

∫ ∞

0

(
∫ ∞

0

γ(ω)e−ω(t−τ)dω

)

u(τ)dτ .

Konǎcno, difuznu reprezentaciju (2)–(3) nalazimo zamenom
redosleda integracije, što je dopušteno Teoremom Tonelija
[9]. Pri tome, uvedena je‚‚interna” promenljiva, odnosno
‚‚funkcija stanja”

x(ω, t) = e−ωt ⋆ u(t) =

∫ t

0

e−ω(t−τ)u(τ)dτ .

Sasvim se jednostavno porverava da tako uvedene pro-
menljive stanja zadovoljavaju parcijalnu jednačinu dinamike
stanja procesa (2),̌cime je dokaz konǎcno završen.

Primedba 1. Umesto formalno korektnog zapisa (4), mo-
žemo pisati

γ(ω) =
1

π
ℑ{G(ωe−jπ)} . (13)

Iako neprecizniji, ovaj zapis ponekad olakšava sračunavanje
koeficijenata dijagonalne reprezentacije.

Posledica 1.Izraz(8) možemo shvatiti kao uopšteni Pronijev
razvoj impulsnog odziva. U tom smislu, uvedene pretpostavke
predstavljaju dovoljne uslove pod kojima je ovaj razvoj
moguć.

Posledica 2.Pod uvedenim pretpostavkama funkcija prenosa
G dozvoljava uopšteni Hevisajdov razvoj

G(s) =

∫ ∞

0

γ(ω)
1

s+ ω
dω . (14)

Primer 1. Posmatrajmo proces opisan parcijalnom diferen-
cijalnom jednǎcinom

∂q(x, t)

∂t
=

∂2q(x, t)

∂x2

na polu-beskonǎcnom domenux ≥ 0. Primera radi,q može
predstavljati temperaturu veoma dugog tankog štapa, gde
se ulaznom promenljivom smatra toplotni fluks početnog
poprěcnog presekax = 0 (tj. veličina proporcionalna sa∂q∂x ),
a izlaznom promenljivom temperatura nekog, proizvoljno
izabranog poprěcnog presekax = x0 (videti, recimo, [10],
[11]).

Primenom Laplasove transformacije po vremenskoj pro-
menljivoj parcijalna jednǎcina provōdenja pretvara se u
‚‚obi čnu” diferencijalnu jednǎcinu u kojoj Laplasova pro-
menljiva figuriše kao parametar,

sQ(x, s)− q(x, 0) =
∂2Q(x, s)

∂x2
.

S obzirom da nas u ovom trenutnu zanima funkcija prenosa,
početne uslove možemo izjednačiti sa nulom. Rešenje dobi-
jene jednǎcine neposredno nalazimo u obliku

Q(x, s) = A(s)ex
√
s +B(s)e−x

√
s .

S obzirom da mora važiti da jelim
x→∞

q(t, x) = 0, zaključu-

jemo da jeA(s) = 0. Sa druge strane, ulazni fluks je upravo
upravljǎcka velǐcina, te je

U(s) =
∂Q(x, s)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= −
√
sB(s) e−x

√
s
∣

∣

∣

x=0
.

Konǎcno je

G(x0, s) =
Q(x0, s)

U(s)
= −e−x0

√
s

√
s

U nastavkućemo, bez gubitka opštosti, posmatrati slučaj
x0 = 1, dok će negativni predznak biti zanemaren (tj.
definisácemo ulaznu promenljivu kao negativni gradijent
raspodele toplote). Drugim rečima, razmatrácemo difuznu
reprezentaciju procesa opisanog funkcijom prenosa

G(s) =
e−

√
s

√
s

(15)

Posmatrana funkcija prenosa zadovoljava pretpostavke 1
do 4. Zaista, kako je

G(ωe−jπ) =
e−

√
ωe−j π

2

√
ωe−j π

2

=
ej

√
ω

−j
√
ω

=
cos(

√
ω) + j sin(

√
ω)

−j
√
ω

,

majorizujúcu funkciju G(ω) možemo birati (recimo) kao
G(ω) = Ce−ωt/

√
ω, gde je C > 1 slobodan, realan

parametar. Neposrednom primenom izraza (13) nalazimo da
je

γ(ω) =
cos(

√
ω)

π
√
ω

. (16)
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Slika 2. Slaganje vrednosti funkcije prenosa razmatrane u Primeru 1 sa
vrednostima uopštenog Hevisajdovog razvoja. Vrednosti suračunate za
realne pozitivne vrednosti Laplasove promenljives.

Tabela I
PRIMERI DIFUZNIH REPREZENTACIJA NEKIH KARAKTERISTǏCNIH

FUNKCIJA PRENOSA.

G(s) g(t) γ(ω)

1

sα
tα−1

Γ(α)

sin(απ)

πωα

e−
√
s

√
s

e−
1
4t

√
πt

cos(
√
ω)

π
√
ω

1

sα + 1
tα−1Eα,α(−tα)

ωα

π

sin(απ)

ω2α + 2 cos(απ)ωα + 1

Eα,β(x) =
∑

∞

k=0
xk

Γ(αk+β)
oznǎcava dvoparametarsku Mitag-Lefle-ovu (M. G.

Mittag-Leffler) funkciju [2].

Odgovarajúci uopšteni Hevisajdov razvoj je

e−
√
s

√
s

=

∫ ∞

0

cos(
√
ω)

π
√
ω

1

s+ ω
dω , (17)

a odgovarajúca Pronijeva ekspanzija glasi

e−
1
4t

√
πt

=

∫ ∞

0

cos(
√
ω)

π
√
ω

e−ωtdω . (18)

Ilustracija adekvatnosti prikazanog postupka data je slikom
2. Dalji primeri prikazani su u Tabeli I.

III. SMISAO PRETPOSTAVKI

Pretpostavka 1 obezbed̄uje da su svi singulariteti funkcije
prenosa realni i negativni. Usled toga, difuzna reprezentacija
(2) ne sadrži oscilatorne ili nestabilne ‚‚modove”, što bi sva-
kako morao biti slǔcak u koliko bi i konjugovano-kompleksni
singulariteti bili prisutni.

Služéci se osnovnim svojstvima Laplasove transformacije,
Pretpostavka 2 se može zapisati i na sledeći nǎcin

lim
t→∞

g(t) = 0 . (19)

Uzete zajedno, pretpostavke 1 i 2 ukazuju da je0 apscisa
konvergencije funkcije prenosaG, ali kazuje i znatno više.
Ove pretpostavke obezbed̄uju da jezgrog(t) teži nuli kadat
raste. Izmēdu ostalog, pretpostavka 2 zahteva da, iakoG(s)
može biti neograničeno u okolini koordinatnog početka,0
nije pol posmatrane funkcije prenosa.

Pretpostavka 3 kazuje da funkcija prenosaG ima nultu vi-
sokofrekvencijsko pojǎcanje. Ovo je uobičajena pretpostavka
izvodljivosti (eng. realisability), a takōde je ispunjena za
svaku po delovima neprekidno jezgrog(t) [12].

Pretpostavka 4 je uvedena kako bi se ispunili uslovi
Teoreme Dominantne Konvergencije u dokazu Teoreme 1.
Izmed̄u ostalog, obezbēduje da jeG ogranǐcena u okolini
presěcne linije (eng.branch-cut) s ∈ (∞, 0).

IV. SINGULARNE DIFUZNE REPREZENTACIJE

U slučajevima kada jedna ili više pretpostavki 1–4 nije za-
dovoljena,često je mogúce definisati difuznu reprezentaciju,
ali u tom slǔcajuγ valja interpretirati kao uopštenu funkciju,
odnosno distribuciju. Detaljna razmatranja izlaze van okvira
ovog rada, te dajemo samo jedan ilustrativni primer.

Primer 2. Posmatrajmo konǎcno-dimenzioni proces,̌ciji su
svi polovi realni i prosti (i koji leže u levoj poluravni),
opisanog funkcijom prenosa

G(s) =
Bm(s)

∏n
j=1(s+ aj)

=
n
∑

j=1

Aj

s+ aj
, (20)

gde jen red procesa,Bm(s) je polinom sa realnim koefici-
jentima stepenam < n, aj > 0 i An ∈ R. Poslednji izraz se
može dobiti Hevisajdovim razvojem na parcijalne razlomke.
Nije teško zakljǔciti da se izraz (20) može posmatrati kao
specijalan slǔcaj izraza (3), prǐcemu je

γ(ω) =

n
∑

j=1

Ajδ(ω + aj) , (21)

dok je δ Dirakova delta-distribucija. Impulsni odziv (koji je
ujedno predstavlja i Pronijev razvoj)g(t) =

∑n
j=1 Aje

−ajt



se može dobiti kao specijalan slučaj izraza (8). Svi zakljǔcci
slede neposredno na osnovu odabiračkih svojstava impulsne
distribucije.

V. ZAKLJUČAK

U radu je diskutovano jedno uopštenje dijagonalne re-
prezentacije (tj. realizacije) iracionalnih funkcija prenosa
beskonǎcno-dimenzionim modelom u prostoru stanja u kome
su sama stanja elementi Hilbertovog prostora kvadratno-
integrabilnih funkcija. Prikazano uopštenje zasnovano jena
difuznoj reprezentaciji koji su razvili Monseni, Matinjoni
drugi [1], [3], [4], [13] 90-tih godina 20-tog veka. Prikazana
dijagonalna reprezentacija nasled̄uje lepe osobine dijago-
nalne reprezentacije racionalnih funkcija prenosa i pogodna
je za primene u analizi stabilnosti i projektovanju upravljanja.
Ove temečine osnovni pravac daljih istraživanja.

ZAHVALNICA

Autori se zahvaljuju na podršci Ministarstvu prosvete,
nauke i tehnološkog razvoja Vlade Republike Srbije, projek-
tima TR32018 (MRR, MNK), TR33013 (MRR), TR33020
(TBŠ).

L ITERATURA

[1] G. Montseny, “Diffusive representation of pseudodifferential time
operators,” inProceedings of ESAIM Fractional Differential Systems:
Models, Methods and Applications, vol. 5, 1998, pp. 159–175.

[2] I. Podlubny, Fractional Differential Equations. An Introduction to
Fractional Derivatives, Fractional Differential Equations, Some Met-
hods of Their Solution and Some of Their Applications. Academic
Press, San Diego-Boston-New York-London-Tokyo-Toronto,1999.

[3] G. Montseny, J. Audounet, and B. Mbodje, “Optimal modelsof
fractional integrators and applications to systems with fading memory,”
in Int. Conf. IEEE Systems, Man and Cybernetics, 1993.

[4] D. Matignon, “Stability properties for generalized fractional diffe-
rential systems,” inProceedings of ESAIM Fractional Differential
Systems: Models, Methods and Applications, vol. 5, 1998, pp. 145–
158.

[5] G. Dauphin, D. Heleschewitz, and D. Matignon, “Extendeddiffusive
representations and application to non-standard oscillators,” in Proce-
edings of Mathematical Theory on Network Systems (MTNS), 2000.

[6] J. C. Trigeassou and N. Maamri, “Initial conditions and initialization
of linear fractional differential equations,”Signal Processing, vol. 91,
pp. 427–436, 2011.

[7] B. Stankovíc and S. Pilipovíc, Teorija distribucija. PMF-Novi Sad,
1990.

[8] J. F. Hauer, C. J. Demeure, and L. L. Scharf, “Initial results in prony
analysis of power system response signals,”IEEE Transactions on
Power Systems, vol. 5, no. 1, 1990.

[9] S. Pilipović and D. Seleši,Mera i integral – Fundamenti teorije
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ABSTRACT

An approach of developing a diagonal representation of a broad
class of linear, stationary systems will be discussed in thepresent
paper. The approach is completely based on the classical complex
analysis framework, which is already widely used in controltheory.
In this sense, the proposed approach is somewhat different than the
related approaches found in literature. We feel that this approach
will make the exposition more acceptable to readers with engine-
ering background. The paper discusses conditions under which a
diagonal representation is possible; consequently, it also discusses
some generalizations of Heaviside and Proni decomposition. Fi-
nally, some applications in the analysis, simulation and synthesis
of irrational dynamical systems are discussed
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