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Sadrzaj - Metod konacnih elemenata je primenjen na
tri visezonska k - p hamiltonijana: aksijalno simetricni
4 x 4 Luttinger-Kohnov model i 8 X 8 Pidgeon-Brownov
model u blok-dijagonalnoj aksijalno simetricnoj formi, i
pun 8 X 8 hamiltonijan. Za bazisne funkcije su upotre-
bljeni pogodno odabrani polinomi proizvoljnog reda u
okviru jake formulacije metoda konacnih elemenata. Ovi
modeli su primenjeni na strukturu InAs/GaSb II tipa
sa razlomljenim energijskim procepom, a poredenja radi
razmotrena je i GaAs/AlGaAs kvantna jama. Disku-
tovane su razlike izmedu rezultata dobijenih razli¢itim
modelima. Kao posledica preklapanja izmedu valentne
1 provodne zone, podzonske disperzione relacije dobijene
Pidgeon-Brownovim modelom su esencijalno razlicite od
onih dobijenih primenom modela manje sloZenosti, dok je
primena aksijalne aproksimacije v modelu 8 X 8 oprav-
dana, jer se rezultati dobijeni ovim modelom dobro slazu
sa rezultatima dobijenim pomocéu punog 8-zonskog modela.

1. UVOD

Postoji  vise metoda koji se upotrebljavaju za
izracunavanje zonske strukture poluprovodnika, kao
§to su metod pseudopotencijala, metod jake veze i k - p
model. Medu njima k - p model [1, 2], koji pruza
jednostavnu parametrizaciju talasnih funkcija i energija
u okolini granica, se istice kao najvise koriséen. Njegova
tacnost je zadovoljavajuca u opsegu energija od nekoliko
stotina meV u okolini centra Brillouinove zone. Dobre os-
obine modela su oslanjanje na dobro definisane parametre
elektronske strukture koji se odreduju eksperimentalno,
relativno male matrice koje se dijagonalizuju, efikasno
modelovanje efekata naprezanja [3, 4] i jednostavno mod-
elovanje optickih osobina na osnovu rezultata proracuna
elektronske strukture dobijenih ovim modelima. U
poluprovodnicima sa direktnim procepom slobodni elek-
troni i Supljine nalaze se u okolini I' tacke Brillouinove
zone. UspeSan opis ovih struktura zahteva koriséenje
modela u kojima je meSanje viSe zona eksplicitno uzeto u
obzir, kao §to je Pidgeon-Brownov 8-zonski hamiltonijan,
u kome bazisne funkcije predstavljaju periodi¢ne delove
Blohovih funkcija u centru Brillouinove zone, provodne
(CB) i tri najvise valentne zone: zone lakih Supljina
(LH), teskih supljina (HH) i otcepljene zone (SO).
Nedavno je pokazano da se 8 x 8 viSezonski model moze
blok dijagonalizovati primenom odgovaraju¢e unitarne
transformacije u okviru aksijalne aproksimacije.
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Sl. 1. Zonska struktura materijala II tipa.

Od numerickih metoda podesnih za resavanje problema
odredjivanja svojstvenih vrednosti viSezonskih hamiltoni-
jana u kvantnim strukturama, u prvo vreme najcesce je
koris¢en metod konacnih razlika, koji je nedavno, razvo-
jem opste primenljivog komercijalnog softvera za mode-
lovanje (npr. FEMLAB) poceo da ustupa mesto metodi
kona¢nih elemenata (FEM). Da bi se uvecala tacnost sa
prihvatljivim brojem elemenata koriste se elementi viseg
reda, najcesce u formi Hermiteovih polinoma.

U ovom radu biée ispitana ta¢nost primene razli¢itih
viSezonskih k - p modela, u kojima su talasne funkcije
razvijene u elemente viSeg reda u okviru jake formulacije
metoda kona¢nih elemenata. Konkretni sistem uzet u
razmatranje je InAs/GaSb kvantna jama, u kojoj je dno
provodne zone u InAs ispod vrha valentne zone u GaSb.
Uticaj mesanja izmedu provodne i valentne zone na elek-
tronsku strukturu i opticke osobine ove kvantne jame
je veliki. Ovde ée biti uporedeni rezultati osmozonskog
Pidgeon-Brownovog modela sa rezultatima dobijenim na
osnovu aksijalno simetricnog modela i cetvorozonskog
Luttinger-Kohnovog modela u blok-dijagonalnoj aksijalno
simetri¢noj varijanti. Podzonske disperzione relacije za
GaAs/AlGaAs i InAs/GaSb kvantne jame odredene su
za zadati red bazisa. U poglavlju 2 opisani su koriséeni
viSezonski modeli elektronske strukture, ¢ije su osobine
uporedjene u ovom radu. U poglavlju 3 dati su rezul-
tati primene ovih modela na GaAs/AlGaAs i GaSb/InAs
kvantne jame.



2. TEORIJSKI MODEL

2.1. ViSezonski modeli

Hamiltonijan koji eksplicitno ukljucuje mesanje CB, HH,
LH i SO zone ima oblik [6]:
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gde su elementi ispod glavne dijagonale kompleksno ko-
njugovani. Ovde je
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FE o1 E o su energije provodne i valentne zone u I'-tacki,
A je energija spin-orbitalnog cepanja pri £ = 0, a P je
Kaneov matri¢ni element. Parametri v; su povezani sa
Luttingerovim parametrima za valentnu zonu v relaci-
jama
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gde je I/, fundamentalni zonski procep, a I, = 2mP? /h2.
Da bi se uspostavili korektni grani¢ni uslovi na spoje-
vima materijala potrebno je simetrizovati hamiltonijan:
a(2)k. — F(a(2)k. + k.a(2)) i a(2)k? — k.a(2)k..
Nakon toga se matrica grani¢nih uslova dobija integraci-
jom hamiltonijana u okolini grani¢nog spoja.

Kao $to je poznato 8 x 8 model daje pored tacnih i
lazna svojstvena reSenja energija. U ovom radu upotreb-
ljen je poseban izbor parametra [7] E,:
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kojim se lazna resenja mogu ukloniti. Ova aproksimacija
modifikuje nefizicku zonsku strukturu punog 8 x 8 hamil-
tonijana koja postoji pri velikim vrednostima talasnog
vektora, tako da u strukturama sa konfinirajué¢im poten-
cijalom njen uticaj ne dovodi do pojave laznih resenja u
energijskom opsegu od interesa. Blok dijagonalni aksijalni
8 x 8 model dobija se iz punog modela nametanjem uslova
Yo = 3 1 unitarnom transformacijom, kao $to je nedavno
uradeno [8]. Gornja podmatrica blok-dijagonalnog aksi-
jalnog 4 x 4 hamiltonijana data je sa:

o= ] o
Ovde su:
Hiu = (yi+72)k>+ (v1—2y2)k7,
Hs = V3 (“;”) k2 —12v/3ygkiks,
Hyy = (vi—72)k?+(v1+272)k2 (6)
2.2. Metoda konaénih elemenata

Da bi se uvecala tac¢nost u primeni FEM-a koriste
se funkcije viseg reda, nejcesée u formi Hermiteovih
polinoma u okviru slabe formulacije. U ovom radu
koriséena je jaka formulacija FEM-a koja podrazumeva
uspostavljanje kontinuiteta talasne funkcije i njenog pr-
vog izvoda na granicama elemenata izborom bazisnih
funkcija. Funkcije koje smo mi koristili na master inter-
valu € € [-1,+1] su:

%(5—1)2(&2)71 s=1
) 1E=D)TE+D)T, s=2,...,n—1
fa(f)_ %(5_’_1)2(2_5)7 s=n
e+’ -, s=n+1.

Detaljna talasna funkcija u k - p modelu je suma
periodi¢nih Blochovih funkcija pomnozenih anvelopnim
funkcjama, koje se dobijaju iz viSezonskog hamiltonijana:

U(r) = Z Fi(r)uio(r), (8)

gde je u;o skup Blochovih funkcija u centru Brillouinove
zone, a F' skup anvelopnih funkcija. U sluéaju 1D struk-
tura kakve su razmatrane u ovom radu, konfiniranje pos-
toji u z-pravcu. Usled toga integrali preklapanja bazisnih
funkcija su u potpunosti odredeni smenom k, = —ia%
koja ¢e u nastavku biti posebno naznac¢ena. U FEM pris-
tupu anvelopne funkcije se dalje razvijaju u red po bazis-
nim funkcijama (7):

F'(z) = CZ f5(2), 9)
pri ¢emu e oznacava element u podeli strukture. Smenom
u k - p model dobija se:

<flei|Hiej(kt7kaz)| jek>cgk = E<fl3 jek>0£k’ (10)

gdee=1,....m,4,5=1,...,8il,k=1,...,n+1. Pre
uvodenja granic¢nih uslova, rezultujuca matrica je blok-
dijagonalna, dimenzije m -8 - (n 4+ 1). Uvodenjem uslova
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vezivanja, dimenzije sistema se redukuju za 16 jednacina
na svakom spoju izmedu elemenata, tj. po osam za
neprekidnost talasne funkcije i njenog prvog izvoda. Do-
datna redukcija proistice iz uslova na granicama struk-
ture: ¥(£L) = 0, ¢ime potpuno povezani sistem dobija
dimenziju m -8 - (n + 1) — m - 16. Prednost parcijalne in-
tegracije u matriénim elementima (f[H; (K, k=, 2)[f5;)
sastoji se u transformaciji poc¢etnog sistema u skup difer-
encijalnih jednacina prvog reda, pa se bazisne funkcije
fs mogu izabrati iz skupa jednostruko diferencijabilnih
umesto iz skupa dvostruko diferencijabilnih funkcija na
domenu [0, L]. Takode posle parcijalne integracije, difer-
enciranje svih prostorno promenljivih parametara, kao §to
su Luttingerovi parametri, ne postoji, ve¢ se ovi parametri
aproksimiraju konstantnim vrednostima na svakom ele-
mentu. FEM prorac¢uni na osnovu 4 x 4 modela se
sprovode na slican nacin.

3. NUMERICKI REZULTATI

Tri razvijena modela primenjena su na izrac¢unavanje
zonske strukture GaAs/AlGaAs kvantne jame tipa I, i
na GaSb/InAs kvantne jame tipa II. Izabrani domen za
reSavanje podeljen je na elemente iste duzine, pri ¢emu
je Sirina barijere uzeta dovoljno velikom da bude zadovo-
ljen grani¢ni uslov W(+L) = 0. Ulazni parametri su: (a)
GaAs: vF =6.98, v£ =2.06, v{ =293, E, = 1.519¢V,
E, =20.91eV, Ay =0.341eV, m* = 0.067 mo; (b) AlAs:
v =376, vL =0.82, v§ = 1.42, B, = 3.099eV, E, =
14.87eV, Ag = 0.28eV, m* = 0.15my; (c) InAs: v =
20, v& =85, 7L =92, E, = 0.417eV, E, = 18.12¢V,
Ay = 0.28eV, m* = 0.026mg; (d) GaSb: v¥ = 13.4,
vk =47 41 = 6.0, E, = 0.812eV, E, = 22.88¢V,
Ag = 0.76eV, m* = 0.039 mg, Ey = 0.157eV. Parametri
za Al,Gaj;_,As su interpolirani za x = 0.3.

Slika 2 prikazuje disperzione relacije energija prva tri
stanja GaAs/AlGaAs kvantne jame Sirine 4nm dobijena
iz ovih modela. Maksimalni red polinoma u ovoj simu-
laciji je 4, elementi su uniformne Sirine pri ¢emu je bari-
jera tri puta Sira od jame da bi se ispunili grani¢ni uslovi
za talasnu funkciju ¥(+L) = 0. Jama je podeljena na 5
elemenata. Poklapanje aksijalnih 4 x 4 i 8 x 8 modela je
veoma dobro, narocito za prvo stanje i pri manjim vred-
nostima talasnog vektora. Za vecée vrednosti talasnog vek-
tora, posle antiukrstanja pri k, = 0.25nm™", pun 8 x 8
model pokazuje odstupanje od ostalih modela. Razlika
se moze pripisati ve¢oj ta¢nosti punog k - p modela koji
uzima u obzir efekte nabiranja energetskih zona.

Na slici 3 prikazana je raspodela stanja u
GaAs/AlGaAs kvantnoj jami S$irine 12nm. Odnos
duzina domena jame i barijere je isti kao u prethodnom
slucaju, broj elemenata u jami je 5 a red polinoma 4.
Dok je kod jame Sirine 4nm broj vezanih stanja bio
3, u slu¢aju Sire jame broj vezanih stanja koje modeli
reprodukuju iznosi 8 za k; = 0, ne uzimajuéi pri tom
u obzir Kramersovu degeneraciju 8 x 8 modela. Pokla-
panje izmedu aksijalnih modela je i dalje veoma dobro i
ne menja se za sve vrednosti talasnog vektora. Takode
uocava se postojanje antiukrstanja pri k; = 0.2nm~!
kao i kod prethodne kvantne jame. Za vece vrednosti k;
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—- = blok dijagonalni 8x8 model
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Sl. 2. Disperzija tri osnovna stanja GaAs/AlGaAs
kvantne jame Sirine 4nm.

odstupanje koje daje pun k - p model je vece.
Najinteresantniji slu¢aj je svakako GaSb/InAs kvantna
jama tipa II. Preklapanje provodne zone u InAs i va-
lentne zone u GaSb znaéi da stanjima, koja su locirana u
GaSb i imaju dominantan karakter valentne zone, nezane-
marljiv doprinos daju i stanja u provodnoj zoni InAs.
Kao i u GaAs/AlGaAs strukturi i ovde smo posmatrali
jamu Sirine 4nm i tri puta Siru barijeru. Elementi su
uniformne duzine pri ¢emu je jama podeljena na 5 ele-
menata, red polinoma je 4. Disperzija osnovnih stanja
prikazana je na slici 4. Uocava se velika razlika energija
dobijenih na osnovu 4 x 4 modela u odnosu na ostale.
Posto aksijalni blok dijagonalni 4 x 4 model ne uzima u
obzir sprezanje valentne i provodne zone broj stanja koje
reprodukuje je samo 4 dok ostali modeli daju skup od 19
stanja. Takode, polozaj osnovnih stanja se razlikuje kao i
njihov karakter. Prvo stanje prikazano na slici 4 izabrano
je tako da bude na samoj granici valentne zone. Primecéuje
se da 8 x 8 modeli pokazuju da ovo stanje ima meSani
karakter, za k; = Onm~! se ponasa kao stanje valentne
zone do k; = 0.17nm ™! uz potpuno poklapanje sa 4 x 4
modelom, a zatim poprima elektronski karakter. Drugo
stanje je potpuno elektronskog karaktera za sve vrednosti
talasnog vektora, dok treée stanje ima izrazito hibridni
karakter. U GaSb/InAs strukturi postoji dominantno
sprezanje stanja izmedu slojeva kao posledica preklapanja
energija provodne i valentne zone. Nasuprot tome, primer
GaAs/AlGaAs kvante jame pokazuje da u strukturama
tipa I sprezanje stanja provodne i valentne zone postoji
pretezno unutar slojeva jamskog i barijernog materijala.

4. ZAKLJUCAK

Razvijena su tri k- p modela primenom metoda kona¢nih
elemenata: blok-dijagonalni aksijalni 4 x 4 i 8 x 8 mod-
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Sl. 3. Disperzija tri osnovna stanja GaAs/AlGaAs
kvantne jame Sirine 12nm.

eli i pun 8 x 8 model. Za bazisne funkcije su izabrani
polinomi proizvoljnog reda u jakoj formulaciji FEM.
Efikasnost modela je ispitana na primerima struktura
GaAs/AlGaAs kvantne jame tipa I i GaSb/InAs kvantne
jame tipa II. Izracunate su disperzione relacije osnovnih
stanja i uporedene osobine ovih modela. Pokazano je da
postoji dobro slaganje 4 x 4 i 8 x 8 aksijalnih modela u
primenama na strukture I tipa. U prorac¢unima za struk-
ture II tipa aksijalni 4 x 4 model pokazuje odstupanja
usled svoje ogranicenosti na valentnu zonu. Razlike u
odnosu na pun 8 x 8 model su posledica urac¢unavanja
uticaja sprezanja izmedu provodne i valentne zone. Dis-
perzione relacije za GaSb/InAs kvantnu jamu pokazuju
znatnu hibridizaciju stanja.
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Abstract - Finite element method is adapted to com-
pute quantum-well states extracted from three multiband
k - p Hamiltonians: axially symmetric 4 x 4 Luttinger-
Kohn model, 8 x 8 Pidgeon-Brown model in the block-
diagonal form, and the full 8-band model. Strong formu-
lation of finite element method with the suitably chosen
shape functions is employed for numerical calculations.
The k - p models are applied to the type-II broken-gap
GaSb/InAs quantum well, while the GaAs/AlGaAs quan-
tum well is considered for comparison.

ELECTRONIC STRUCTURE OF InAs/GaSb
QUANTUM WELLS: APPLICATION OF
FINITE ELEMENT METHOD AND
MULTIBAND 4 x4 AND 8 x 8 k- p MODELS
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