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Sa�etak – U ovom qlanku prikaza�emo jedan op-
timizovan dokazivaq teorema za intuicionistiqki
iskazni raqun i neke primene.

1. XTA JE TO INUICIONISTIQKA ILI
KONSTRUKTIVNA LOGIKA?

Razmotrimo slede�i klasiqan primer:

Zadatak: Ne�i pozitivne iracionalne realne
brojeve a i b takve da je ab racionalan broj.
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Da li je ovakvo rexeǌe dobro? Budu�i da smo
u svim mogu�im sluqajevima dokazali da tra�eni
brojevi postoje, ovo je zaista (ako se pretpostavi
da je iracionalnost broja

√
2 poznata) korekan

dokaz postojaǌa takvih brojeva. Me�utim, u za-
datku se nije tra�ilo da se doka�e da oni pos-
toje, ve� da se oni na�u. Ponu�eno rexeǌe iako
matematiqki korektno izvo�eno, ne odgovara za-
datku koji je postavǉen jer mi u stvari na taj
naqin nismo pronaxli brojeve a i b sa tra�enim
osobinama.

Xtavixe, formulaciju ovog zadatka nije ni
mogu�e zapisati formalno logiqki u okviru kla-
siqne logike. Stoga postoji potreba za ǌenim
proxirivaǌem. Razmotrimo slede�u aksiomati-
zaciju klasiqne logike:

1. A → (B → A),

2. (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)),

3. (A ∧B) → A,

4. (A ∧B) → B,

5. A → (B → (A ∧B)),

6. A → (A ∨B),

7. B → (A ∨B),

8. (A → C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C),

9. (¬A) → (A → B),

10. (A → ¬B) → (B → ¬A),

11. (¬¬A) → A,

12. (MP)
A, A → B

B
,

13. A(t) → ∃xA(x),

14. (∀xA(x)) → A(t),

15. (Gen1)
A(x) → B

(∃xA(x)) → B
,

16. (Gen2)
A → B(x)

A → ∀x B(x)
,

17. ∀x (x = x),

18. ∀x∀y ((x = y) → (A(x) → A(y))).

Ovaj zapis zahteva neka pojaxǌeǌa. Pre svega, ob-
jasnimo neke pojmove. Promenǉiva koja je pod de-
jstvom nekog kvatifikatora (u ovom sluqaju ∀ ili
∃) zove se vezana, a u suprotnom slobodna. recimo,
u formuli

∀x(f(x) = c → R(c, y)) → ∃z(R(f(z), c))

promenǉive x i z su vezane, a promenǉiva y
slobodna. Me�utim, poxto se u formuli ista
promenǉiva mo�e javiti i vixe puta, preciznije
govore�i, pojmovi vezanog i slobodnog se defini-
xu za javǉaǌa promenǉive. Recimo, u formuli

(∀x∃y R(x, y)) → R(x, c)

je prvo javǉaǌe promenǉive x vezano, a drugo1

slobodno. Daǉe, neka je A(x) formula i t neki2

term. Tada pod formulom A(t) podrazumevamo for-
mulu koja se dobija kada sva slobodna javǉaǌa
promenǉive x u formuli A(x) zamenimo termom t.
Tu zamenu smatramo regularnom ako nijedan kvan-
tifikator nije proxirio svoje dejstvo. Recimo,
neka je

A(x) ≡ (∀y R(x, y)) → R(c, f(y)),

t ≡ g(y, c),

U ovom primeru je

A(t) ≡ (∀y R(g(y, c), y)) → R(c, f(y)).
1Javǉaǌa promenǉivih uz sam kvantor ovde ne brojimo.
2Izraz
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U dobijenoj formuli je univerzalni kvantifi-
kator ∀y proxirio dejstvo na jox jedno javǉaǌe
promenǉive y, pa zamena nije regularna.

Aksiome 13 i 14 su ograniqene na sluqaj kada
je zamena svih slobodnih javǉaǌa promenǉive
x u formuli A(x) termom t regularna, a u ak-
siomi 18 na sluqaj kada je A(y) formula koja
se dobija zamenom nekih (ne obavezno svih) slo-
bodnih javǉaǌa promenǉive x u formuli A(x)
promenǉivom y, kao i da su sve te zamene reg-
ularne. Tako�e, pravilo Gen1 je ograniqeno na
sluqaj kada promenǉiva x nema slobodnih javǉaǌa
u formuli B. Sliqno, pravilo Gen2 je ograniqeno
na sluqaj kada promenǉiva x nema slobodnih javl-
jaǌa u formuli A.

Prema teoremama saglasmnosti i potpunosti,
teoreme ovog formalnog sistema su taqno vaǉane
formule klasiqne logike. Me�utim, ako izbacimo
aksiomu 11 dobijamo sistem u kome je formulu ob-
lika ∃xA(x) mogu�e dokazati samo primenom ak-
siome 13, to jest samo ako prethodno prona�eno
izraz koji redstavǉa ”svedoka” za ∃xA(x). Za-
pravo, to znaqi da je kvantifikator ∃ promenio
znaqeǌe i postao taqno ono xto nama treba.

Analizom predlo�enog rexeǌa zadatka datog
na poqetku vidi se da se u tom sluqaju ne mo�e
zadr�ati zakon iskǉuqeǌa tre�eg A ∨ ¬A. Me�u-
tim, mala bi korist bila od logike u kojoj bismo
izgubili osnovne logiqke zakone.

Zapravo, klasiqni zakoni se ne moraju izgu-
biti. Najpre se pokazuje da su veznici ∨, → i
kvantifikator ∃ promenili znaqeǌe – ∨ je prexao
u nexto xto se zove intuicionistiqka (ili kon-
struktivna) disjunkcija,→ u nexto xto se zove in-
tuicionistiqka (ili konstruktivna) implikacija,
a kvantifikator ∃ u nexto xto se zove kvantifika-
tor konstruktivnog postojaǌa. Stoga ih je zbog
izbegavaǌa zabuna dobro oznaqiti nekim drugim,
do sada nekorix�enim simbolima. Mi �emo ovde
konstruktivnu disjunkciju oznaqavati sa |, kon-
struktivnu implikaciju sa ⊃, a kvantor konstruk-
tivnog postojaǌa sa {. Tako dolazimo do slede�eg
zapisa naxe aksiomatike:

1. A ⊃ (B ⊃ A),

2. (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C)),

3. (A ∧B) ⊃ A,

4. (A ∧B) ⊃ B,

5. A ⊃ (B ⊃ (A ∧B)),

6. A ⊃ (A|B),

7. B ⊃ (A|B),

8. (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A|B) ⊃ C),

9. (¬A) ⊃ (A ⊃ B),

10. (A ⊃ ¬B) ⊃ (B ⊃ ¬A),

11. ¬¬A ⊃ A.

12. (MP)
A, A ⊃ B

B
,

13. A(t) ⊃ {xA(x),

14. (∀xA(x)) ⊃ A(t),

15. (Gen1)
A(x) ⊃ B

({xA(x)) ⊃ B
,

16. (Gen2)
A ⊃ B(x)

A ⊃ ∀xB(x)
,

17. ∀x (x = x),

18. ∀x∀y ((x = y) ⊃ (A(x) ⊃ A(y))).

Pritom va�e sasvim sliqne nepomene kao malo-
pre. Me�utim, postavǉa se pitaǌe xta �emo
sa preostalim klasiqnim logiqkim veznicima i
kvantifikatorom klasiqnog postojaǌa. Sre�om
oni su definabilni u intuicionistiqoj logici.
Uvex�emo ih kao izvedene simbole slede�im
definicijama:

(A ∨B) := ¬ (¬A ∧ ¬B),

(A → B) := ¬ (A ∧ ¬B),

(∃xA) := ¬∀x¬A.

Dokazuje se da za ǌih va�e svi zakoni klasiqne
logike. Me�utim, na ovaj naqin mi dobijamo jedno
proxireǌe klasiqne logike u kome mo�emo da for-
mulixemo neke probleme koje u klasiqnoj logici
ne mo�emo.

Ako se vratimo na zadatak sa poqetka, kada
bi se dodale potrebne aksiome teorije skupova
za potpuno formalno izlagaǌe tog dokaza, do-
bili bismo kao rezultat da tra�eni realni bro-
jevi postoje, ali ne bismo na taj naqin izveli
konstruktivno postojaǌe. ǋega bismo mogli da
izvedemo tek kada bismo raspravili koja od dve
alternative ve�i. Konkretno, prema Geǉfon-

dovoj teoremi je
√

2
√

2
iracionalan broj, pa bi uz

prethodno izveden dokaz Geǉfondove teoreme do-
bili i dokaz konstruktivnog postojaǌa brojeva a
i b sa tra�enim osobinama. Na kraju pomenimo
da je inuicionistiqka logika ujedno i najstarija
neklasiqna logika.

2. MODELI INTUICIONISTIQKE ILI
KONSTRUKTIVNE LOGIKE

Modeli intucionistiqke logike su znatno
slo�eniji od modela klasiqne logike. Ovde �emo
se pozabaviti takozvanim Kripkeovim modelima.
Nadaǉe �emo razmatrati samo iskazni fragment
inuicionistiqke logike uz napomenu da se svi
rezultati mogu uopxtiti i na predikatski sluqaj.
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Kripkeov model qine neprazan skup W snab-
deven relacijom parcijalnog ure�eǌa3 >, kao i
relacijom zadovoǉeǌa |= izme�u elemenata skupa
W i formula tako da budu ispuǌeni slede�i
uslovi:

1. Za ma koje w, w′ ∈ W i iskazno slovo p iz
w |= p i w′ > w sledi w′ |= p.

2. Za ma koje w ∈ W i ma koje formule A,B je
w |= A ∧B ekvivalentno sa w |= A i w |= B.

3. Za ma koje w ∈ W i ma koje formule A,B je
w |= A|B ekvivalentno sa w |= A ili w |= B.

4. Za ma koje w ∈ W i ma koju formulu A je
w |= ¬A ekvivalentno sa nepostojaǌem w′ ∈ W
takvog da je w′ > w i w′ |= A.

5. Za ma koje w ∈ W i ma koje formule A,B je
w |= A ⊃ B ekvivalentno sa tim da za svako
w′ ∈ W iz w′ > w i w′ |= A sledi w′ |= B.

Pritom, elemente skupa W zovemo svetovima,
relaciju > relacijom vremenskog poretka (w′ > w
se qita kao ”w′ je posle w” ili ”w′ je kasnije od
w”), a relaciju |= relacijom zadovoǉeǌa (w |= A se
qita kao ”formula A va�i u svetu w”). Najjednos-
tavniji primeri Kripkeovih modela su oni koji se
sastoje od samo jednog sveta, pri qemu u tom svetu
va�e taqno one formule koje su taqne pri jed-
noj fiksiranoj dvovalentnoj valuaciji (izabranim
istinosnim vrednostima iskaznih slova) u skladu
sa klasiqnim iskaznim tablicama.

Za formulu se ka�e da va�i u nekom Krip-
keovom modelu ako va�i u svim ǌegovim svetovima.
Dokazuje se da je formula intuicionistiqka teo-
rema ako i samo ako va�i u svim Kripkeovim mo-
delima. Tako�e, dokazuje se da osobina 1 va�i za
sve formule, a ne samo za iskazna slova, i to u
svim Kripkeovim modelima.

Xtavixe, Kripkeov model je jednoznaqno odre-
�en skupom svetova, relacijom vremenskog poretka
na ǌima i va�eǌem iskaznih slova na ǌima. Pre-
ciznije, ako je W bilo koji neprazan skup, >
relacija parcijalnog ure�eǌa na ǌemu, L skup
iskaznih slova, f : W −→ P (L) proizvoǉna fun-
kcija koja svetovima dodeǉuje podskupove skupa L
sa osobinom da za sve w, w′ ∈ W iz w′ > w sledi
f(w′) ⊇ f(w), onda postoji taqno jedna relacija
|= izme�u svetova i formula tako da se na taj
naqin dobija Kripkeov model i da za ma koji svet
w i iskazno slovo p uslov w |= p ekvivalentan sa
p ∈ f(w). Tako�e, na taj naqin su opisani svi
Kripkeovi modeli. Ovim je opisan postupak kon-
strukcije Kripkeovih modela.

Kada se na prethodni naqin zada Kripkeov
model, va�eǌe slo�enijih formula u svetovima
tog modela se utvr�uje induktivno po slo�enosti
formule korix�eǌem ostalih aksioma Kripkeovih
miodela.

3. METOD SEMANTIQKIH TABLOA ZA
INTUICIONISTIQKU LOGIKU

Ovaj metod �e upravo biti zasnovan na Krip-
keovim modelima intuicionistiqke logike. Na-
jpre uvedimo pojmove oznaqenih i neoznaqenih for-
mula. Neoznaqena formula je obiqna formula
u klasiqnom smislu. Oznaqena formula je neoz-
naqena formula kojoj prethodi taqno jedno od
slova F ili T . Intuicionistiqki tablo je drvo
qiji su qvorovi oznaqene formule i koji ima dva
tipa granaǌa – α-granaǌe i β-granaǌe, pri qemu
su ispuǌeni slede�i uslovi:

1. Ako se za neke formule A i B na nekoj grani
pojavǉuje formula T (A ∧ B), onda se na toj
istoj grani negde pre prvog (eventualnog)
granaǌa (mogu�e i bilo gde pre tog pojavǉi-
vaǌa formule T (A ∧ B)) pojavǉuju formule
TA i TB.

2. Ako se za neke formule A i B na nekoj grani
pojavǉuje formula F (A ∧ B), onda se na toj
istoj grani negde pre prvog (eventualnog)
granaǌa (mogu�e i bilo gde pre tog pojavǉi-
vaǌa formule F (A ∧ B)) pojavǉuje bar jedna
od formula FA, FB, ili nakon tog javǉaǌa
formule F (A ∧ B) ima β-granaǌa pre prvog
slede�eg (eventualnog) α-granaǌa, pri qemu
se prilikom prvog takvog β-granaǌa drvo
cepa na bar dve grane od kojih se na jednoj
javǉa formula FA, a na drugoj FB pre pr-
vog slede�eg (eventualnog) granaǌa na tim
granama.

3. Ako se za neke formule A i B na nekoj grani
pojavǉuje formula T (A|B), onda se na toj
istoj grani negde pre prvog (eventualnog)
granaǌa (mogu�e i bilo gde pre tog pojavǉi-
vaǌa formule T (A|B)) pojavǉuje bar jedna
od formula TA, TB, ili nakon tog javǉa-
ǌa formule T (A|B) ima β-granaǌa pre pr-
vog slede�eg (eventualnog) α-granaǌa, pri
qemu se prilikom prvog takvog β-granaǌa
drvo cepa na bar dve grane od kojih se na jed-
noj javǉa formula TA, a na drugoj TB pre
prvog slede�eg (eventualnog) granaǌa na tim
granama.

4. Ako se za neke formule A i B na nekoj grani
pojavǉuje formula F (A|B), onda se na toj is-
toj grani negde pre prvog slede�eg (eventu-
alnog) granaǌa (mogu�e i bilo gde pre tog
pojavǉivaǌa formule F (A|B)) pojavǉuju for-
mule FA i FB.

5. Ako se za neke formule A i B na nekoj grani
pojavǉuju formule TA i T (A ⊃ B), onda
se na toj grani pojavǉuje i formula TB.

3Refleksivom, antisimetriqnom i tranzitivnom relacijom
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Pritom to javǉaǌe formule TB mo�e biti
i pre nekog od pomenutih javǉaǌa formula
TA, odnosno T (A ⊃ B), ili qak pre oba, ali
nikako nakon nekog granaǌa koje je nakon oba
ta javǉaǌa.

6. Ako se za neke formule A i B na nekoj grani
pojavǉuju formule T (A ⊃ B) i FB, onda se na
toj grani pojavǉuje i formula FA. Pritom
to javǉaǌe formule FA mo�e biti i pre
nekog od tih javǉaǌa formula T (A ⊃ B) i
FB, ili qak pre oba, ali nikako nakon nekog
granaǌa koje je nakon oba ta javǉaǌa.

7. Ako se za neke formule A i B na nekoj grani
pojavǉuje formula F (A ⊃ B), onda nakon
tog javǉaǌa formule F (A ⊃ B) na toj grani
postoji najmaǌe jedno α-granaǌe, pri qemu
se na bar jednom od nastavaka prvog takvog
granaǌa pojavǉuju formule TA i FB pre pr-
vog slede�eg (eventualnog) granaǌa.

8. Ako se za neku formulu A na nekoj grani
pojavǉuje T¬A, onda se na toj grani pre
prvog slede�eg (eventualnog) granaǌa po-
javǉuje FA.

9. Ako se za neku formulu A na nekoj grani
pojavǉuje F¬A, onda na toj grani nakon tog
qvora ima barem jednog α-granaǌa, pri qemu
se na barem jednom od nastavaka prvog takvog
granaǌa pojavǉuje formula TA pre prvog
slede�eg (eventualnog) granaǌa.

Ukoliko se na nekoj grani za neku formulu A
pojavǉuju formule TA i FA, pri qemu se for-
mula FA javǉa nakon formule TA ili izme�u
ǌih nema niti jednog α-granaǌa, onda se ta grana
zove zatvorenom. Pritom, ako se na nekom mestu
drvo grana α-granaǌem na neki broj nastavaka
me�u kojima postoji takav nastavak da su sve
grane koje prolaze kroz ǌega zatvorene, onda se ta
zatvorenost po definiciji prenosi na sve grane
koje prolaze kroz to granaǌe. Drvo je zatvoreno
ako su mu sve grane zatvorene. Dokazuje se da za
ma koju formulu A va�i da je A teorema ako i samo
ako postoji zatvoren tablo sa formulom FA u ko-
renu.

Tabloi za ovu logiku se mogu definisati i
slobodnije, pravilima sa maǌe ograniqeǌa od
navedenih. Ovde je izabran ovaj pristup jer on
prilkom stavǉaǌa konaqnog broja formula u deo
od korena pa do pre prvog slede�eg granaǌa for-
sira jedan tip konstrukcije takvog drveta kod
koga ako konstruixemo nezatvoren tablo, mo�emo
biti sigurni da i nismo mogli nikako konstru-
isati odgovaraju�i zatvoren tablo sprovo�eǌem

konstrukcije na neki drugi naqin. Preciznije,
ako konstruixemo po ovim pravilima nezatvoren
tablo sa na poqetku postavǉenom oznaqenom for-
mulom oblika FA u korenu, onda mo�emo biti si-
gurni da formula A nije teorema intuiocionis-
tiqke logike pod uslovom da nismo ubacivali u
tablo formule koje nam navedena pravila nisu su-
gerisala. Jedan dokazivaq baziran na ovoj metodi
je implementiran.

U iskaznom sluqaju se na ovaj naqin u konaqnom
broju koraka proverava da li je formula teorema
intuicionistiqke logike ili ne. U predikatskom
sluqaju bi postupak tako�e bio zaustavǉiv da
smo kojim sluqajem na ulazu zadali teoremu in-
tuicionistiqke logike. U suprotnom, ako smo
na ulazu dali formulu koja nije teorema, proces
ǌenog ispitivaǌa u opxtem sluqaju ne bi trajao
konaqan broj koraka. Me�utim, prema klasiqnim
logiqkim rezultatima, algoritam koji bi u op-
xtem sluqaju u konaqnom broju koraka utvrdio da
neka formula (koja nije teorema ove logike) zaista
nije teorema i nije mogu�e napraviti.
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