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Sadriaj — Predstavijen je termalni model interakcije
laserskog snopa sa materijalima, koji su od interesa u
medicini. Analizirano je nestacinarno temperatirsko polje u
Jednodimenzionom slucaju. Predpostavljeno je da opticki i
termalni parametri materijala ne zavise od temperature, tako
da je razmatran linearni model interakcije. Pri analizi je
predpostavijeno da su intenziteti upadnog zracenja manji od
kriticnih, odnosno analizirani su samo termalni efekt
zagrevanja bez strukturnih promena u materijalu. Pri
numerickom modelovanu je koriséen RBF kolokacioni metod,
koji spada u grupu meshless metode. Kao interpolacione
funkcije koriséene su multi-kvadratne funkcije sa shape
parametrom. Dobijeni numericki rezultati su poredeni sa
analitickim  rezultatima za razlicite vrednosti shape
parametra. Analiziran je uticaj shape parametra na
numericku gresku pri modelovanju interakcije.

1. UVOD

Laserski izvori zbog svojih specificnih osobina u pogledu
velikih gustina emitovane snage, usmerenosti i koherentnosti
imaju Siroku primenu u razli¢itim oblastima medicine, kako
pri obradi materijala od interesa za medicinu, tako i u
tretmanu tkiva. [1,2]. U radu su razmatrani razliciti aspekti
numerickog modelovanja i simulacije interakcije laserskog
zracenja sa materijalima, koji su od interesa u medicini.
Primenjen je termalni model interakcije u ravnoteznom
slucaju. Usvojena je pretpostavka da precnik upadnog snopa
zadovoljava sledeé¢i uslov d>>(at)”, gde je a —termalna
difuzivnost materijala i T vreme trajanja impulsa, tako da se
problem zagrevanja materijala svodi na jednodimenzioni
slucaj [3].

Takode je usvojena i pretpostavka da su dimenzije
materijala mnogo vece od dimenzija snopa, pa je posmatrani
materijal aproksimiran beskona¢nim poluprostorom.

U skladu sa ovom pretpostavkom usvojeno je da termalni
efekti interakcije (porast temperature) iSCezavaju na
graniénim povr§inama materijala. Razmatrane su upadne
snage, koje su mnogo manje od kritiénih vrednosti, tako da je
usvojena pretpostavka da opticki 1 termalni parametri
materijala ne zavise od temperature, odnosno razmatran je
linearni model interakcije.

Interakcija sa materijalom je modelovana ekvivalentnim
povrsinskim toplotnim izvorom, odnosno usvojena je
predpostavka da je materijal netransparentan i da se
apsorbcija odvija u tankom povrsinskom sloju [5].

Pri  numerickom modelovanju je koristen RBG
kolokacioni metod, koji se zasniva na interplaciji reSenja
polazne parcijalne diferencijalne  jednacine, sa
korenspodentnim pocetnim i grani¢nim uslovima, radijalnim
baznim funkcijama (RBF). Kao RBF funkcije su koriStene
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multi kvadratne funkcije (MQ) sa shape parametrom, koje
imaju dobre osobine u pogledu konvergencije resenja [6,7].

2. NUMERICKI MODEL

U skladu sa usvojenim predpostavkama zagrevanje
materijala se moze opisati jednodimenzionom, linearnom
Fourier-ovom jedna¢inom provodenja toplote. Takode je
usvojena predpostavka da je duZzina trajanja laserskog snopa
mnogo veca od relaksacionih vremena pri termalnim
procesima u materijalu tako da se moze predpostaviti da su
svi termalni procesi u materijalu ravnotezni[8]. Takode
,yazmatracemo samo slucajeve interakcije kada su upadni
intenzitet laserskog snopa manji od kriti¢nih vrednosti za
dati materijal, odnosno predpostavicemo da tokom
interakcije dolazi samo do zagrevanja materijala bez
strukturnih promena u samom materijalu kao S§to su
topljenje, fazni prelazi, dezintegracija, isparavanje itd.

U jednodimenzionom slu¢aju polazna jednacina provodenja
toplote sa korespodentnim grani¢nim i po¢etnim uslovima
ima sledeéi oblik [3]

10T(x,1) _ 0°T(x,1)
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gde je a=A/pc, termalna difuzivnost, p-gustina materijala, A-
termalna provodnost, c-specificna toplota, A-koeficijent
apsorbcije svetlosti, I(t) —upadni intenzitet laserskog snopa,
T(x,t)-temperaturska raspodela unutar materijala, Ty-
pocetna temperatura. U slucaju konstantnog intenziteta
laserskog snopa resenje gornje jednacine uz korespodentne
pocetne i grani¢ne uslove se moze izraziti u sledecoj
analitickoj formi: [3]
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gde je erfe(y)-funkcije greske.

Gornja polazna jednacinu sa odgovaraju¢im granié¢nim i
pocetnim uslovima je reSena numericki, koris¢enjem RBF
collocation metoda uz upotrebu multi kvadratnih funkcija.
Interpolacija radijalnim baznim funkcijama (RBF) vrlo je
rasprostranjen i uobicajen postupak pri interpolaciji multi



parametraskih podataka, pri ¢emu su nezavisno promenljive
koordinate (parametri) stohasticki rasporedjeni (multivariante
scattered data approximation problems), ovakav pristup ima
niz prednosti u odnosu na uobiCajene numericke metode
metode koje se koriste pri reSavanju parcijalnih
diferencijalnih jednacina (PDE) ili pri interpolaciji funkcija
od vise promenljivih parametara. Glavna prednost koris¢enja
RBF pri resavanju PDE (RBF-collocation method) se sastoji
u redukciji prostorne diskretizacije (meSovanja), dok je pri
koriséenju klasi¢nih numerickih metoda kao $to su Finite
Element Method (FEM) ili Boundary Element Method
(BEM) neophodno vrsiti prostornu diskretizaciju celog
domena (FEM) ili pak diskretizaciju grani¢ne povrsi domena
(BEM) u sluc¢aju RBF-collocation metoda nije neophodno
vréiti prostornu diskretizaciju domena nego se umesto toga
koriste ¢vorovi koji su stohasti¢ki rasporedeni unutar domena
[4].

Ako polazna PDE u opstem sluéaju u R* zajedno sa pocetnim
i grani¢nim uslovima Neuman-ovog i Dirichlet-ovg tipa ima
slede¢i oblik

Lu)= f(x) x=(x,x,,x,)eQc R 3
D)= ()., v
N(u)=h xXxer

gde je L-diferencijalni operator, D,N-operatori koji daju
Dirichlet-ove i Neuman-ove grani¢ne uslove na grani¢nim
povrsinama I'p i I'y respektivno.

Ako pretpostavimo da se reSenja gornjeg problema moze
aprokisimirati RBF, tada se ono moze predstaviti u slede¢em
obliku :

i=l (4a)
(s b= x; ||)2 +1

gde je ®-multi kvadratna funkcija, o; nepoznati koeficijenti
koje treba odrediti, e-shape parametar, x; —stohastzicki
rasporedeni ¢vorovi unutar domena Q i

xeDcR®
(4b)

||x— xi" = \/(xl —Xi )2 + (x2 —Xi )2 + (x3 X3

Ako interpolacioni izraz za nepoznatu funkciju u izrazu
4a uvrstimo u polaznu PDE i korespodentne grani¢ne uslove
dobijamo linearni sistem jednaCina po nepoznatim
koeficijentima o;. Predstavljeni metod reSavanja PDE se
naziva direktni kolokacioni RBF metod ili Kansa metod i
spada u Siru grupu takozvanih meshless metoda. Pored ovog
metod postoji celi niz drugih meshless metoda kao Sto su:
Boundary knot method (BKM), simetricni BKM, metod
fundamentalnih reSenja (MFS), boundary particle methods,
modifikovani Kansa metod (MKM) itd. Pored meshless
metoda, koji koriste RBF funkcije koje nisu lokalizovane i
spadaju u global suported funkcije , razvili su se i numerucki
metodi za reSavanje PDE koji koriste lokalizovane funkcije
tzv. local suported funkcije, kao $to su wavelets funkcije,
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koje obezbeduju bolju uslovljenost linearnog sistema
jednacina (manji kondicioni broj), ali su numericke greske
vece [9].

Ako u polaznoj jednacini 1 izvrS§imo diskretizaciju u
vremenu tako da vazi:
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gde je At vremenski korak diskretizacije, T-vremenski
period u kome se vrsi diskretizacija i M-broj vremenskih
koraka, T, -—vrednost temperaturske razlike izmedu
temperature unutar materijala u m-tom trenutku i pocetne
temperature T,.

Takode ¢emo predpostaviti da je temperatura daleko od
povrsine uzorka na mestu x priblizno jednaka 0.
Ako promenimo numeri¢ku proceduru datu u jednacinama
(4a) i (4b) na jednacine (5a) i (5b) dobijamo sledeci
linearni sistem jednacina:

Tm—l(xk)
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koji predstavlja sistem od N linearnih jednacina sa N
nepoznatih parametara o;. Gornji sistem jednacina se moze
prikazati u slede¢em ekvivalentnom matricnom obliku:

X-C=B=
X=B-c* 7
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gde je
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Resavanjem gornjeg sistema jednacina  dobijamo
nepoznate parametre o; .Temperaturska raspodela u

materijalu u nekom trenutku t,, se moze odrediti na osnovu
sledeéeg interpolacionog izraza:

(6a)

N
Tm(x) ~ Zamiq)s(”x _xi")
i=1

Vrednost parametra € je principijelno proizvoljna.
Pokazalo se da se numericka greska sa jedne strane smanjuje
smanjivanjem parametra € ali sa druge sreane linerani sistem
dat relacijom (7), koji je neophodno resiti da bismo dobili
napoznate parametre o;, postaje nestabilan odnosno
kondicioni broj matrice C se povecava. U grani¢nom slucaju
€—0 kondicioni broj matrice C divergira, odnosno sistem je
lose uslovljen i ne moze se resiti. Teorijskim razmatranjem je
pokazano da u grani¢nom slucaju €é—0 reSenje sistema (7)
ipak postoji i da u slucaju aproksimacije zadate funkcije,
aproksimacioni izraz (6a) prerasta u Lagrange-ov
aproksimacioni polinomim [10]. Slaba uslovljenost sistema
(7) je uslovljena numerickim greskama koje nastaju pri
zaokruzivanju u slucaju malih vrednosti shape parametra.
Pomenute teskoce u resavanju linearnog sistema se za mali
broj ¢vorova prevaizilaze koriStenjem  Cauchy-evog
integralnog metoda gde se koriste kompleksne vrednosti
shape parametra €. [11] Nedostatak ovog metoda se sastoji u
tome $to se prakticno moze koristiti samo za relativno male
brojeve Cvorova (<100), tako da je samo od teorijskog
znacaja. [11] U slucaju velikog borja ¢vorova linearni sistem
takode postaje nestabilan, pa se koriste drugi metodi kao §to
je metod prekondicioniranja ili dekompozicija domena koji
poboljsava uslovljenost linearnog sistema odnosno samnjuje
kondicioni broj matrice C [12].

3. NUMERICKI REZULTATI

Na slici 1. je prikazana raspodela prirastaja
temperaturskog polja unutar utorka od zlata dobijena
numeri¢ki metodom direktne RBF kolokacije za tri razlicite
vrednosti shape parametra £=0,3; 0,6 i 0,9 i na osnovu
analitickog izraza (2). Na slici 2 je prikazana relativna greska
u odnsu na analiticka reSenja. Upadni intenzitet zraCenja je
I,=101,91 10° W/m® , a vreme trajanja laserskog impulsa je
Is. Numericki metod je primenjen na 300 ekvidistantnih
¢vorova, graniéni uslovi su useti za x,~120mm i dobijeni
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linearni  sistem 300x300 je reSavan koriS¢enjem
programskog paketa LAPACK. Iz dobijenih rezultata se
vidi da se relativna greSka smanjuje sa smanjivanjem shape
parametra, za vrednosti shape parametra manje od 0,25
sistem postaje nestabilan i ne moze se reSavati direktnom
metodom.

Na slikama 3 i 4 su prikazane numericke vrednosti
dobijene za prirastaj temperaturskog polja i relativne greske
za razli¢ite vrednosti shape parametra respektivno za slucaj
laserskog impulsa trajanja 0.5 s.
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Slika 1. Raspodela prirastaja temperaturskog
polja u slucaju uzorka od zlata za razlicite
vrednosti shape parametra, trajanje laserskog
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Slika 2. Relativna greska u odnosu na
analiticko resenje za razlicite vrednosti shape
parametra, uzorak od zlata, trajanje laserskog
impulsa 1s



350

%00 1 Analitika
z° o £=0.9
ATIK] o =06
2504 1q ¢=0.3

200
150
100

50

04

T T T T
0 5 10 15 20

2‘5
x[mm]
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Slika 4. Relativna greska u odnosu na analiticko
reSenje za razlicite vrednosti shape parametra,
uzorak od zlata, trajanje laserskog impulsa 0.5s

4. ZAKLJUCAK

U radu je razmatrana interakcija laserskog zracenja sa
materijalima od interesa u medicini. Koristen je termalni
model interakcije 1 predpostavljeno je da su svi parametri
materijala nezavisni od temperature i konstantni. Pri analizi
je takode predpostavljeno da su upadni intenziteti laserskog
zraCenja ispod kriticnih vrednosti. Pri numerickom
modelovanju je koris¢en RBF kolokacioni metod ili Kansa
metod. Koris¢ene su multikvadratne funkcije sa shape
parametrom. Dobijeni numericke vrednosti temperaturske
raspodele su poresene sa analitickim rezultatima. Dobijenui
vrednosti relativne greSke pokazuju da se ta¢nost metoda
poboljsava za smanjivanjem shape parametra. Za vrednosti
shape parametra manje od 0.25 linearni sistem jednacina
postaje nestabilan 1 neophodna je primena drugih
numerickih tehnika kao §to su Cauchy-evog integralnog
metoda, metoda dekompozicije domena, prekondicioniranja
isl.
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Abstract — Thermal model of laser material interaction
with applications in medicine was presented. Non-
stationary temperature field in 1D case was analyzed.
Temperature independence of optical and thermal
parameter were assumed and linear model was considered.
Heating of the material by laser beam was considered at
incident intensity of laser beam under critical value,
without structural changes inside of the material. RBF
collocation meshless method was used. Multiquadric
function with shape parameter was employed for
approximation. Obtained numerical results were compared
with analytical one for different value of the shape
parameter. Influence of the shape parameter on accuracy
of numerical method was analyzed.
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