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Sadržaj – U ovom radu dat je pregled jednostavnih izraza sa 
kojima je modelovano Sommerfeld-ovo integralno jezgro 
(SIK) za slučaj vertikalnog Hertz-ovog dipola (VHD) posta-
vljenog iznad homogene i izotropne poluprovodne sredine. 
Na bazi numeričkih izračunavanja rezultati su grafički sređe-
ni i upoređeni sa rezultatima tačnih izračunavanja. 

1. UVOD 

Na Elektronskom fakultetu u Nišu je zadnjih desetak go-
dina predloženo više jednostavnih modela za numeričko izra-
čunavanje Sommerfeld-ovih integrala koji se javljaju pri mo-
delovanju EM polja u okolini žičanih provodnika koji su po-
stavljeni iznad homogene i izotropne poluprovodne sredine. 

Jedan broj predloženih izraza izveden je uz pretpostavku 
da je moduo indeksa refrakcije n , zapravo moduo korena 
relativne kompleksne permitivnosti, mnogo veći od jedinice. 
Numerički eksperimenti su pokazali da je dovoljno da indeks 
refrakcije bude veći od tri pa da izlazni rezultati za raspodelu 
struje na anteni i ulaznu impedansu antene budu zadovoljava-
juće tačnosti. Ovi rezultati, uz jednostavnost i zadovoljavaju-
ću tačnost, imaju i praktični značaj jer je uslov 3n >  zadovo-
ljen u najvećem broju slučajeva homogene zemlje (npr. 

1 10rε =  i 1 0 [0, )σ λ ∈ ∞ ). Ovi izrazi su dobijeni razvojem 
koeficijenta refleksije (ili transmisije) u integrandu Somme-
rfeld-ovih integrala u red geometrijske progresije i pri tom su 
usvojena samo prva dva člana dobijenog reda ([5]-[11], [14], 
[15] i [16]). 

Drugi broj jednostavnih izraza se zasniva na razvoju koe-
ficijenta refleksije rasejanog polja u integrandu Sommerfeld-
ovih integrala u Taylor-ove redove u okolini karakterističnih 
tačaka promenljive 0u  (npr. 0 0u = γ , 0 1Bu u= , 0 2Bu u= , 

0 mu u=  i 0 0u = ). Usvajanjem prva tri člana ovih redova 
dobijeni su jednostavni aproksimativni izrazi za SIK, a njiho-
vom primenom su dobijeni i vrlo dobri izlazni rezultati za ra-
spodelu struje i ulaznu impedansu ([12], [17]). Osim toga, 
Taylor-ovi razvoji su ukazivali na mogućnost da se napišu i u 
vidu eksponencijalne funkcije 0exp( )B A u d+ − , gde su B , 
A  i d  kompleksne konstante koje zavise samo od komplek-

sne relativne permitivnosti 1rε . Za ovakav razvoj je naravno 
potrebno da se Taylor-ov red preuredi tako da eksponencijal-
na funkcija ima očekivani tok (npr. kada ∞→n  treba da 
konstanta 0d → , ili ∞→d , [18]). 

Treća grupa jednostavnih izraza proistekla je iz iskustva 
stečenog pri formiranju prethodne dve grupe izraza. Naime, 
koeficijent refleksije se pretpostavi u obliku funkcije od 0u  
iz prve dve grupe, ali sa nepoznatim kompleksnim konstan-
tama. Nepoznate konstante se zatim određuju metodom pode-
šavanja u karakterističnim tačkama. Ako se aproksimativna 
funkcija predloži u složenijem obliku, onda se nepoznate 
konstante mogu određivati podešavanjem funkcije i prvog 
izvoda u karakterističnim tačkama ([13]).  

U ovom radu biće prikazan jedan broj ovih jednostavnih 
aproksimativnih izraza za Sommerfeld-ov integral (Sommer-
feld-ovo integralno jezgro - SIK) koji se odnose na problem 
vertikalnog Hertz-ovog dipola (VHD) postavljenog iznad 
homogene i izotropne poluprovodne sredine. Na osnovu nu-
meričkih eksperimenata deo rezultata za SIK biće prikazan u 
ovom radu u funkciji radijalnog rastojanja posmatrane tačke, 
dok su visina, položaj VHD, i električni parametri sredine 
različito usvajani. Pored poređenja modela, koje se može sa-
gledati iz analitičkih prikaza, urađen je veći broj i numeričkih 
eksperimenata, od kojih je jedan broj ilustrovan na graficima. 
Zahvaljujući ref. [20], na istim graficima su prikazane i nu-
meričke vrednosti tačnih izračunavanja prema [20], kako bi 
se sagledala valjanost predloženog modela poređenjem rezul-
tata sa tačnim izračunavanjem SIK.  

Iz razloga što na prethodnim konferencijama ETRAN-a 
treći model SIK nije prezentovan, a takođe i zbog ograniče-
nog prostora, u ovom radu je dat samo jedan broj numeričkih 
eksperimenata u kojima je izvršeno poređenje trećeg modela 
SIK sa rezultatima koje daje programski paket iz [20]. 

2. KRATAK TEORIJSKI OPIS 

2.1. Postavka problema 

VHD je postavljen u vazduhu ( 0 0σ = , 0ε , 0µ ) na visini 

kz′  u odnosu na ravnu površinu homogene i izotropne sredine 
električnih parametara 1σ , 1 1 0rε = ε ε , 1 0µ = µ . Korišćene 

su i sledeće oznake: iσ = i ijσ + ωε , 0,1i = - kompleksna 

specifična provodnost, iγ = 1/ 2( )i i i ij jα + β = ωµ σ , 1,0=i  

- kompleksna konstanta prostiranja, 1rε = 1 1r ijε − ε =  

1 1 060r j= ε − σ λ  - kompleksna relativna permitivnost, 
2/1

1)( rn ε=  - kompleksni koeficijent refrakcije, 0λ - talasna 
dužina u vazduhu i 2 fω = π - kružna frekvencija.  
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Sl.1. Ilustracija geometrije VHD-a iznad poluprovodne 

sredine 
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 Za opisani model VHD, Sommerfeld-ov integral, koji 
opisuje rasejano polje od površine poluprovodne sredine u 
Green-ovoj funkciji za Hertz-ov vektor potencijal, dat je sle-
dećim izrazom: 
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gde su 10 ( )zR α%  i 0 2( , )kK rα%  - koeficijent refleksije (KRT) i 
standardno jezgro potencijala od lika u ravnom ogledalu u 
transformisanom domenu promenljive α , respektivno. Opi-
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gde je: 22
0 0u = α + γ  i 22

1 1u = α + γ = 2 22
0 1 0u + γ − γ , 

2 2
2 ( )k kr z z′= ρ + +  i 0 ( )J αρ  - Bessel-ova funkcija nultog 

reda prve vrste.  
 
2.2. Prvi aproksimativni model za SIK 

 Pod uslovom da je 1n  i usvajanjem 1 1u ≅ γ , razvojem 

u red geometrijske progresije se dobija: 
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a smenom u (1) ima se 
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gde je 0 00 2 /D d n= γ = . 

 
2.3. Drugi aproksimativni model za SIK 

Razvojem (2) u Taylor-ov red u okolini tačaka 0 0u = γ  i 

0 0u = , respektivno se dobija: 
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gde je )1/()1(0 +−= nnR  i ))1/(2( 2/122
101 −=γ= nndD . 

Usvajanjem prva tri člana u (5a) i (6a), i njihovom smenom u 
(1), respektivno se dobija: 
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gde su 1A , 1B  i 1C  konstante koje se određuju iz (5a). 

 
2.4. Treći aproksimativni model za SIK 

 Kada se (4a) napiše u vidu izraza: 
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a nepoznate konstante B  i A  odrede podešavanjem u tač-
kama 0u 0= γ  i 0u →∞ , dobija se da je == ∞RB  

)1/()1( 22 +−= nn , a 0( )A R R∞= − . Smenom (7a) u (1), sa 
usvojenim izrazima za B  i A , dobija se: 

 00 2 0 2 0 20( ) ( ) ( ) ( )v
k k kS r R K r R R L r∞ ∞≅ + − γ , (7b) 

gde je 2( )kL r  novo integralno jezgro definisano u drugom 

članu izraza (4b). Kada je radijalno rastojanje ( )kz z′ρ + , 
ovaj integral se vrlo efikasno izračunava kao 

)()()()( 2020202 kkkk riSjriCriLrL β−β=β≅ . U drugim 
slučajevima integral 2( )kL r  se može svesti na dva integrala 
od kojih se jedan efikasno izračunava numeričkom integraci-
jom, a drugi pomoću Bessel-ovih funkcija 0 0( )N β ρ  i 

0 0( )J β ρ . 

 

 Napomena 1: Kao tačka podešavanja se umesto 0 0u = γ  

mogu usvojiti i neke druge karakteristične tačke, npr. tačke 
koje odgovaraju nulama 10 0( ) 0zR u =% , tj. Brewster-ovom 
uglu. 

Napomena 2: Uvidom u aproksimacije Taylor-ovim redo-
vima, može se uočiti da je pod određenim uslovima veći deo 
redova moguće približno napisati preko eksponencijalne fun-
kcije, tj. u formi 10 0( )zR u% 0 0( )i iu u d

i iB A e− −= + . Ovo narav-
no asocira na Prony-jevu aproksimaciju koja se često koristi 
za rešavanje problema ove vrste. 
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Sl.2. Moduo normalizovane vrednosti SIK, za slučaj VHD, u 
funkciji radijalnog rastojanja tačke .)0.,0,(0 =ρ zM . Relati-
vna dielektrična konstanta je 21 =εr , a položaj VHD i 01λσ  

su parametri 

Sl.3. Moduo normalizovane vrednosti SIK, za slučaj VHD, u 
funkciji radijalnog rastojanja tačke .)0.,0,(0 =ρ zM . Relati-

vna dielektrična konstanta je 101 =εr , a položaj VHD i 
01λσ  su parametri
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3. NUMERIČKI EKSPERIMENTI 
 Na osnovu predloženih modela izvršena su izračunavanja 
za normalizovanu vrednost Sommerfeld-ovog integrala (SIK: 

000 /βvS ) za različite vrednosti parametara od kojih zavisi. U 
ovom radu su prikazane vrednosti dobijene trećom aproksi-
macijom, izraz (7b), i upoređene sa vrednostima iz [20]. 
 Na Sl. 2 a,b i c je dat moduo SIK u funkciji radijalnog 
rastojanja posmatrane tačke koja je postavljena na razdvojnoj 
površini sredina, 0=z . Položaj VHD je parametar, relativna 
permitivnost sredine je 21 =εr , a slike a,b i c, respektivno 

odgovaraju normalizovanim provodnostima 01λσ S10 4−= , 
S041667.001 =λσ  i S1001 =λσ .  

Na Sl. 3 a,b i c je takođe dat moduo SIK, samo je uzeta 
veća vrednost za relativnu permitivnost, tj. 101 =εr . Slike a, 
b i c, respektivno odgovaraju normalizovanim provodnostima 

S10 4
01

−=λσ , S175.001 =λσ  i S1001 =λσ . Ostali para-
metri su isti sa onima na Sl. 2. 

Na osnovu dosadašnjeg iskustva, a i na osnovu numeri-
čkih eksperimenata, treća aproksimacija je dala najbolje rezu-
ltate i nije izvedena uz unapred postavljene uslove ograniče-
nja. Aproksimacija važi u okolini VDA za sve kombinacije 
parametara od kojih zavisi SIK, kao što su parametari geome-
trije i električni parametari homogene i izotropne sredine. 

4. ZAKLJUČAK 

U radu je prezentovan jedan broj jednostavnih izraza ko-
jima je modelovan Sommerfeld-ov integral za slučaj vertika-
lnog Hertz-ovog dipola postavljenog iznad poluprovodne sre-
dine. Ovi izrazi su razvijeni na Elektronskom fakultetu u Ni-
šu zadnjih desetak godina. 

Na osnovu predloženih izraza napravljen je veći broj nu-
meričkih eksperimenata kako bi se sagledala efikasnost pre-
dloženih izraza. Rezultati su poređeni sa vrednostima So-
mmerfeld-ovog integrala koje su dobijene tačnim izračuna-
vanjima pomoću programskog paketa iz [20]. 

Na osnovu prikazanih rezultata se može zaključiti da je 
slaganje rezultata dobijenih predloženim modelom, koji je 
označen kao treći, izraz (7b), i rezultata tačnih izračunavanja, 
vrlo dobro. 

Pored jednostavnosti i tačnosti, predloženi izraz se odliku-
je generalnošću, tj. u okolini VHD predloženi izraz je u važ-
nosti za sve parametre geometrije i poluprovodne sredine. 
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Abstract - A review of simple expressions used for modeling 
the Sommerfeld's integral kernel (SIK) in the case of the ver-
tical Hertz dipole (VHD) placed above a homogenous and 
isotropic medium, is given in this paper. The results based on 
numerical calculations were grafically aranged and compared 
to the ones obtained by accurate calculations. 
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