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TRODIMENZIONALNI MATRICNI MODEL METALNIH PRSTENOVA I DISKOVA

Dragan Manci¢, Milan Radmanovi¢, Zoran Petrusic, Elektronski fakultet u Nisu

Sadrzaj — U ovom radu prikazan je novi trodimenzionalni
matricni model metalnih prstenova i diskova konacne duzZine,
sa razlicitim otvorom i duzinom. Pomocu ovog modela, koji
opisuje i debljinske i radijalne rezonantne modove, kao i
njihovu medusobnu spregu, mehanicka impedansa uzorka
moze biti lako izracunata. Zavisnosti rezonantne frekvencije i
duzine su prikazane za prstenove i diskove od razlicitog
materijala i za razlicite odabrane dimenzije. Takode,
uporedeni su izracunati i eksperimentalni rezultati.

1. UVOD

Metalni prstenovi i1 diskovi, pored piezokeramickih
prstenova 1 metalnog zavrtnja, predstavljaju najvaznije
sastavne delove snaznih ultrazvuénih sendvi¢ pretvaraca. Za
precizno projektovanje ovakvih slozenih rezonantnih
struktura neophodno je poznavanje sopstvenih rezonantnih
frekvencija svih navedenih sastavnih delova ultrazvuc¢nih
pretvaraca, a posebno metalnih nastavaka u obliku prstenova
i diskova [1], [2].

U dosadasnjoj ultrazvuénoj praksi najcesée su se
primenjivali numeri¢ki metodi za odredivanje rezonantnih
frekvencija ovakvih struktura. Postupci izracunavanja
primenom numerickih metoda su veoma spori, i uvek se
tezilo pronalazenju jednostavnijeg, ali dovoljno tacnog,
metoda za odredivanje rezonantnih frekvencija ovakvih
metalnih delova pretvaraca [3]. Ti metodi podrazumevali su
uvek uvodenje dodatnih aproksimacija u reSavanju
trodimenzionalnih problema linearne elasti¢nosti, tako da su
se pomenuti metodi uvek vezivali za metalne uzorke
zanemarljivog prec¢nika u odnosu na njihovu duzinu, odnosno
uzorke zanemarljive debljine u poredenju sa njihovim
preénikom. Pri tome se retko razmatrao uticaj veliCine
unutra$njeg otvora prstena na njegove rezonantne frekventne
karakteristike.

I ovaj rad predstavlja pokusaj da se dode do
zadovoljavaju¢eg modela metalnih prstenova i diskova, ali za
uzorke koji nemaju pojedine zanemarljive dimenzije,
odnosno uzorke kod kojih se dimenzije u debljinskom i
radijalnom pravcu mogu medusobno uporediti. U radu je
prikazan novi trodimenzionalni model metalnih prstenova i
diskova konac¢ne duzine, za razli¢ite vrednosti unutrasnjeg
otvora i duzine (debljine). Metalni prstenovi i diskovi, koji su
optereceni na svim svojim grani¢nim povr$inama, modelirani
su primenom trodimenzionalnog matricnog modela
opterec¢enih piezokeramickih prstenova i diskova, koji su
neki od autora ranije predlozili [4]. Pomocéu ovog modela,
koji opisuje i debljinske i radijalne rezonante modove
uzoraka, kao 1 njihovu medusobnu spregu, mehanicka
impedansa metalnog uzorka (nastavka) moze biti lako
izraCunata. Predlozeni model je pogodan za analizu
rezonantnih modova uzoraka u Sirokom frekventnom opsegu.
Krive zavisnosti izmedu rezonantne frekvencije i duzine
prikazane su za prstenove i diskove od razli¢itog materijala,
kao i za razliCite odabrane dimenzije. U poredenju sa
numeri¢kim metodima projektovanje je znacajno ubrzano.

Takode, prikazano je poredenje izmedu izraCunatih i
eksperimentalnih rezultata.

2. ANALITICKI MODEL

Kao §to je u uvodu napomenuto, predlozeni model
odnosi se na metalne prstenove koji predstavljaju sastavne
delove ultrazvuénih sendvi¢ pretvaraa, mada se moze
koristiti u projektovanju metalnih rezonatora oblika prstena
ili diska i u drugim oblastima njihove primene. Analizi
ultrazvucnog oscilovanja metalnih prstenova u literaturi nije
posveceno dovoljno prostora, ve¢ su uglavnom analizirani
puni metalni cilindri. Razlog za to je bio taj Sto su analizirani
ultrazvucni pretvaraci za nize rezonantne frekvencije, sa
metalnim nastavcima velikih duzina, kod kojih pri analizi
modova longitudinalih oscilacija unutrasnji precnik cilindara
sa otvorom ne igra presudnu ulogu pri odredivanju
rezonantne frekvencije. Medutim, kod analize oscilovanja
ultrazvucnih pretvaraca za vece radne rezonantne frekvencije,
sa kratkim metalnim prstenovima, a koji su predmet analize u
ovom radu, oblik nastavka ima veliki uticaj na osnovnu
rezonantnu frekvenciju. Razlike u frekventnom spektru za
metalne diskove i prstenove istog spoljasnjeg precnika i
debljine, odnosno uticaj unutrasnjeg precnika kod prstenova,
bi¢e ilustrovane primenom predlozenog matricnog modela
metalnih prstenova konaéne duzine. Ovaj model je opsti, jer
se zanemarivanjem unutra$njeg otvora prstena dobija model
metalnog diska, odnosno punog cilindra, kona¢ne duzine.

Dimenzije prstenova i cilindri¢ni koordinatni sistem sa
pocetkom u centru prstena, mogu se u opStem slucaju za
razmatrane metalne prstenove definisati kao na slici 1(a).
Svaka od Cetiri grani¢ne povrSine prstena je optereéena
akustickom impedansom Z;, dok su v; i F; brzine i sile na tim
povrSinama S; (i=1, 2, 3, 4), pri ¢emu vazi da je Fi= -Z; v..
Ovakvi metalni prstenovi, sa spoljas$njim polupre¢nikom a,
unutra$njim polupre¢nikom b i debljinom (duzinom) 2L,
najée$ce u snaznim ultrazvuénim pretvaracima sluze kao
reflektorski i emitorski nastavak. Pretpostavlja se da je
centralna ravan prstena locirana pri z=0, tako da njegove
krajnje kruzno-prstenaste povrsine leze na z=tL.
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Sl. 1. Optereceni metalni prsten: (a) geometrija i dimenzije
(b) metalni prsten kao mreza sa 4 pristupa
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Trodimenzionalni matri¢ni model metalnih prstenova i
diskova realizovan je na osnovu prethodno realizovanog
trodimenzionalnog modela piezokeramickih prstenova i
diskova, koji je prikazan u literaturi [4].

Pomoéu ovog modela, metalni prsten se u
elektromehani¢kom kolu modelira mrezom sa 4 pristupa
(slika 1b), pri ¢emu je ve¢ navedeno da su F;iv; (=1, 2, 3, 4)
sile 1 brzine na spoljaSnjim grani¢nim (konturnim)
povrSinama prstena. Model je dobijen jednostavno, na
osnovu izvedenog modela piezokeramickih prstenova,
prostim zanemarivanjem piezoelektri¢nih konstanti /3, i /33 u
linearnom sistemu jednacina, koji primenom matrice
dimenzija 5x5 opisuje spoljasnje ponasanje piezokeramickog
prstena. U tom sistemu jednaCina povezane su elektricne
veli¢ine (napon Vi struja /) sa mehanickin veli¢inama (sile F;
i brzine v;) u frekventnom domenu, a detaljno izvodenje ovih
izraza prikazano je u literaturi [5]. Pored toga, navedeni izrazi
su pojednostavljeni tako §to su, zbog izotropnosti materijala,
usvojene sledece relacije za konstante materijala:

=033 = Ay +24, C1p =C13 = Ay M
pri ¢emu su A, i x Lameovi koeficijenti, a c¢; su konstante

elasticne deformacije.

Sa ovim pretpostavkama, linearni sistem jednacina, koji
primenom matrice dimenzija 4x4 opisuje spoljasnje
ponasanje metalnog prstena i povezuje mehanicke veli¢ine na
njegovim spoljasnjim povrSinama, je jednostavniji, odnosno
sistem koji opisuje ponasanje piezokeramickog prstena svodi
se na slede¢i sistem jednacina:
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pri ¢emu su elementi matrice impedansi definisani pomocu
slede¢ih izraza:
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U prethodnim izrazima J; i ¥; su Beselove funkcije reda i,
prve i druge vrste, respektivno, @ je kruzna frekvencija, a
k=wA=27/2 je osni talasni broj (v je fazna brzina talasa, a A
talasna duzina).

Koeficijenti A1, A5, By i B, odredeni su izrazima:
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3. NUMERICKI REZULTATI

U ultrazvucnim pretvara¢ima ovakav metalni prsten je
preko jedne svoje kruzno-prstenaste (ravne) povrsine
povezan (spojen) sa piezokerami¢kim prstenom, pa je zbog
toga bitna ulazna mehanicka impedansa metalnog prstena,
kojom je piezokeramicki prsten opterecen. Uvodenjem
relacija izmedu sila i brzina na spoljasnjim povrSinama preko
akustickih impedansi (F=-Zyv;, i=1,2,3,4), i njihovom
zamenom u sistem jedanacina (2), moze se odrediti bilo koja
mehanicka impedansa. Na slici 2 prikazane su ulazne
mehani¢ke impedanse Z,=F4/v, za prsten od duraluminijuma
sa dimenzijama: 2¢=40mm, 2b=8mm, 2L=18mm, kao i
celi€nog prstena istog spoljasnjeg i unutrasnjeg precnika,
debljine 2L=11mm. Metalni prstenovi ovih dimenzija su
sastavni delovi ultrazvucnog pretvarata sa radnom
rezonantnom frekvencijom od 40kHz.

Za projektovanje 1 optimizaciju u oblasti snaznog
ultrazvuka, znacajnija od prikazane je zavisnost rezonantne
frekvencije od dimenzija metalnih prstenova, koju je takode
moguce odrediti primenom predloZzenog modela. Na slikama
3 i 4 prikazane su tri najniZze grane rezonantnog frekventnog
spektra u funkciji duzine /=2L, za slucaj prstenova od
duraluminijuma i ¢elika, sa odnosom poluprecnika b/a=8/40.
Prikazane karakteristike su veoma sli¢ne, iako se fizicki
parametri navedenih metala dosta razlikuju. Da bi se
prikazala poboljsanja dobijena navedenim pristupom u
modeliranju, na slici 3 je prikazan i frekventni spektar
dobijen primenom Morijevog metoda prividnih modula
elasti¢nosti [3]. Oc¢igledno je da su prvi rezonantni modovi za
oba modela skoro identi¢ni, $to je i bilo logicno oc¢ekivati, jer
se metod prividnih modula elasti¢nosti svodi na odredivanje
prvog rezonantnog moda. Medutim, visi rezonanatni modovi
dobijeni predlozenim matriénim modelom predvidaju spregu
modova, tako da rezonantne krive nisu uniformne kao u
slucaju primene metoda prividnih modula elasti¢nosti, $to je
blize realnom slucaju. Kao §to je poznato, metod prividnih
modula elastiCnosti  predstavlja modifikaciju  jedno-
dimenzionalne teorije voda [6], tako da bi se njegova primena
u ekvivalentnim elektromehani¢kim kolima svodila na mrezu
sa dva pristupa, sa veStacki modifikovanim parametrima
voda. Na taj nacin se ne mogu ostvariti analize oscilovanja u
radijalnom  pravcu, koje = omogucava  predloZeni
trodimenzionalni matricni model, posebno u slozenim
uredajima sa viSe redno-paralelnih veza mehanickih pristupa,
koji postoje u oblasti snaznog ultrazvuka.

Na slici 4 su istovremeno prikazani frekventni spektri za
celiéni prsten 1 celicni disk istog spoljaSnjeg precnika,
dobijeni  predlozenim  trodimenzionalnim  matri¢nim
modelom. Time je potvrdena konstatacija dobijena primenom
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numerickog metoda [7], da se razlike u frekventnim
spektrima povecavaju sa povecanjem pre¢nika unutrasnjeg
otvora prstena, Sto u krajnjem slucaju izaziva promene
rezonantnih  frekvencija modova ultrazvuénih sendvié
pretvaraca.

120 (7]

100
duraluminijum
80
60

40

20

5 2.5

f[Hz] ! X 105
Sl. 2. Mehanicka impedansa slobodnih metalnih prstenova:
(a) duraluminijum: 2a=40mm, 2b=8mm, 2L=18mm,
(b) celik: 2a=40mm, 2b=8mm, 2L=11mm.
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Sl. 3. Frekventni spektar prstena od duraluminijuma sa
odnosom b/a=8/40 u funkciji njegove duzine: predlozeni

matricni model i Morijev model [3]

Ovaj zakljucak se moze jo§ bolje potvrditi na osnovu
slike 5. Naime, pored pomenute zavisnosti rezonantne
frekvencije od duzine prstena, bitna je i zavisnost rezonantne
frekvencije od odnosa unutrasnjeg i spoljasnjeg poluprecnika
prstena. Na slici 5 prikazana je navedena zavisnost za slucaj
prstena od duraluminijuma debljine 18mm. Na prikazanoj
slici, frekvencije najnizeg rezonantnog moda opadaju sa
porastom b/a, frekvencije drugog rezonantnog moda ne
zavise mnogo od dimenzije unutras$njeg otvora prstena, dok
frekvencije treeg 1 viSih rezonantnih modova rastu sa
porastom odnosa b/a.

Kao i u slucaju piezokeramickog prstena [5], i ovde se
moze posmatrati uticaj pojedinih mehanickih opterecenja na
razli¢itim povr§inama metalnog prstena na ulaznu mehani¢ku

impedansu i rezonantni frekventni spektar. Medutim, ovakva
analiza za izolovani metalni prsten nije previSe zanimljiva.
Ova analiza moze biti izvrSena za kompletni ultrazvucni
sendvi¢ pretvara¢, kada je mnogo interesantniji uticaj
mehani¢kog opterecenja metalnih prstenova, jer su oni tada u
mehanickom kontaktu sa ostalim sastavnim delovima
ultrazvucnog sendvi¢ pretvarata. Takode, kao 1 kod
piezokeramickih prstenova, i ovde se za razliCite rezonantne
modove mogu odrediti mehanicki pomeraji u radijalnom i
debljinskom pravcu u, i u,, za prstenove razli¢itih dimenzija i
od razli¢itih materijala.
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Sl. 4. Frekventni spektar za Celicni uzorak u funkciji njegove

duzine i dimenzija otvora, dobijen predlozenim modelom za

slucaj prstena b/a=8/40 i diska b/a= 0
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Sl. 5. Frekventni spektar prstena od duraluminijuma debljine
[=2L=18mm u funkciji odnosa b/a

4. POREDENJE EKSPERIMENTALNIH I
NUMERICKIH REZULTATA

Najzad, na slikama 6 i 7 prikazani su samo frekventni
spektri najnizih (prvih) rezonantnih modova razliitih
prstenova i punih cilindara od duraluminijuma i celika,
respektivno, primenom predloZzenog trodimenzionalnog
matricnog modela. Ovi frekventni spektri rezonantnih
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modova uporedeni su sa eksperimentalnim rezonantnim
frekvencijama, dobijenim pomocu vibracione platforme firme
Herfurth. Parametri materijala, koji su koris¢eni u
modeliranju (simulaciji) metalnih prstenova, prikazani su u
literaturi [7].

Ocigledno, predloZeni trodimenzionalni matri¢ni model
je u moguénosti da predvida frekventne spektre metalnih
prstenova bilo kojih dimenzija, i to sa ta¢no$¢u koja nije
manja nego u sluéaju primene numeri¢kog metoda [7]. Dakle,
zadrzana je velika tanost u odredivanju rezonantnih
frekvencija, a jos$ je bitnije od toga da je dobijena moguc¢nost
odredivanja raznih prenosnih funkcija optere¢enog metalnog
prstena, kao i njegovih komponentalnih pomeraja. Dobijanje
dobrih rezultata u slucaju analize neopterecenih metalnih
prstenova je opravdanje za primenu ovog modela u slucaju
opterecenih  prstenova, pri modeliranju  kompletnog
ultrazvuénog sendvic pretvaraca.
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S1.6. Frekventni spektri prvog rezonantnog moda razlicitih
uzoraka od duraluminijuma
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S1.7. Frekventni spektri prvog rezonantnog moda razlicitih
uzoraka od Celika

5. ZAKLJUCAK

Modeliranje snaznih ultrazvuénih pretvaraca uslovljeno
je razvojem pogodnih modela piezokeramickih prstenova i
diskova i, uporedo sa tim, razvojem modela metalnih

sastavnih delova pretvaraca istog ili slicnog oblika. Ovaj rad
predstavlja jedan nov pristup u modeliranju metalnih
sastavnih delova pretvaraca u obliku prstena, diska ili
cilindra, koji je zasnovan na  aproksimativhom
trodimenzionalnom matri¢nom modelu istih.

Poredenjem frekventnog spektra dobijenog primenom
opisanog trodimenzionalnog matricnog modela metalnih
prstenova i diskova, sa eksperimentalnim merenjima
rezonantnih frekvencija razliCitih prstenova i diskova od
duraluminijuma 1 celika, dobijenih pomocéu vibracione
platforme, moze se uociti da je ostvarena velika tacnost u
predvidanju rezonantnih modova u svim slucajevima.
Dobijene zavisnosti rezonantne frekvencije od dimenzija
nastavaka uporedene su i sa analognim rezultatima dobijenim
metodom prividnih modula elasti¢nosti, koji je do sada
predstavljao najbolju modifikaciju jednodimenzionalnih
modela metalnih nastavaka. Pri tome je prikazan frekventni
opseg koji je najCesce koris¢en u prakticnim primenama u
oblasti snaznog ultrazvuka.
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Abstract — In this paper a new three-dimensional matrix
model of the finite metal rings and disks of various hole and
length is described. With this model, which describes both
the thicknes and the radial resonant modes, and the coupling
between them, mechanical impedanse of the sample can be
easily computed. Resonance frequency-length curves are
given for rings and disks with various materials and for
different selected dimensions. Also, the computed and
experimental results are compared.
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