Zbornik radova 49. Konferencije za ETRAN, Budva, 5-10. juna 2005, tom |

Proc. 49th ETRAN Conference, Budva, June 5-10, 2005, Vol. |

ALTERNATIVNI PRILAZ RESAVANJU NEKIH PROBLEMA DISKRETIZACIJE
U TEORIJI UPRAVLJANJA

Milica B. Naumovié¢, Elektronski fakultet u Nisu

Sadrzaj - U literaturi su dobro poznate metode diskretizacije
modela kontinualnog objekta bez i sa kaSnjenjem, kao i
diskretizacije kontinualnog kvadratnog indeksa performanse.
Metod diskretizacije, koji se u ovom radu prezentuje,
ilustruje primenu VAN LoaNove formule za nalazenje
eksponenta blok trougaone matrice [1].

1. UVOD

U brojnim aplikacijama u teoriji upravljanja potrebno je
odrediti matri¢ni eksponent. ReSavanje linearnog optimalnog
problema regulacije, na primer, zahteva izracunavanje
razli¢itih integrala sa matricnim eksponentima. VAN LOANov
metod za izraCunavanje Cetiri karakteristiCna integrala, koja
nalaze dalju primenu u teoriji upravljanja, zasnovan je na
nalazenju eksponenta blok trougaone matrice, koja
svojevrsnim kombinovanjem submatrica moze da poprimi
neke posebne forme [1]. Matriéni eksponent je jedna od
najce$¢e izraCunavanih matricnih funkcija [2], a neki od
brojnih algoritama, koji su u tu svrhu do sada razvijeni, ¢ak
su i sumnjivih numerickih performansi [3].

U nastavku je, u vidu teoreme, data VAN LOANova
formula za nalaZenje eksponenta blok trougaone matrice [1].

TEOREMA 1. Neka su n;, i=1,2,3,4 pozitivne celobrojne

veli¢ine ¢iji je zbir jednak m. Ako je C mxm blok
trougaona matrica definisana na nacin
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POSLEDICA TEOREME 1.
Neka su A, B 1 Q. realne matrice dimenzija nxn,
nxp i

nxn, respektivno. Matrica Q. je simetri¢na

(QI = QC) i pozitivno semidefinitna matrica (XTQCX > 0) .
Na osnovu prethodne teoreme se pokazuje da je integral
T
T
QM) = [ °Q.e*®ds )
0

moguce sracunati na slede¢i nacin

QM =FK(TM)'G,(T), (8)
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Analiticko sraCunavanje matriCnog eksponenta za
proizvoljnu vrednost periode diskretizacije T ili nekog
drugog podesljivog parametra, omogucava dalju analizu

efekata promene ovih parametara. Podsetimo da je bilo koju
matriénu funkciju f(C) moguce sracunati primenom dobro

gde je

poznate CAYLEY-HAMILTONove teoreme. Stavise, u slucaju
da su svojstvene vrednosti matrice C razliite, proizvoljnu
matricnu  funkciju moguée je odrediti na relativno
jednostavan nacin putem dekompozicije razmatrane matrice
po svojstvenim vrednostima [2], [4]. U radu su redom
reSavani problemi diskretizacije modela kontinualnog sistema
bez i sa kasnjenjem, kao i diskretizacija kontinualnog
kvadratnog indeksa performanse nalazenjem eksponenta
matrice odgovarajuce forme.

2. DISKRETIZACIJA MODELA KONTINUALNOG
SISTEMA

Iz razloga jednostavnosti, a ne umanjujuéi opstost
zakljuc¢aka, razmotrimo slucaj n - dimenzionalnog objekta sa
po jednim ulazom i izlazom. U cilju jednostavnijeg
definisanja kontinualnog 1 digitalnog modela objekta,
celishodno je formirati odgovarajuce realizacione skupove na
nacin [5]:

def Nc(s)
S¢ = {(Ac,bc,d):GC(s)zD—z

C

d(sl-A,)” bc}, (10)
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def Ng(2)
q

sa ve¢ uspostavljenim relacijama oblika

Ag=0)=er", (12)
T
by = jeAchcdr , (13)
0
i G (z):ZL—l{l_eTs G (s)} . (14)
q S c

Dakle (11) predstavlja diskretnu reprezentaciju sistema (10)
sa kolom odabiranja i zadrske nultog reda, odnosno tzv. Q-
model kontinualnog sistema. Interesantno je uociti da se obe

matrice , Aq i by, mogu sraCunati simultano pomodéu

jednog matricnog eksponenta.
Ako se definise (n+1)x(n+1) matrica M na nagin

{3

00

—
n

na osnovu VAN LoOANovih formula (1)-(6) za matri¢ni
eksponent dobijamo

A, ib
Mt _ | 2q i Pq

Dokaz prethodnog tvrdenja dat je u prilogu rada.

(15)

(16)

Dakle, matrice modela A, i by izraCunavaju se na nacin

[Aq Ibg]=[1 0]-e", (17)
pri cemu je
[A; ib]=[I 0]-M (18)
Primer 1.
Potrazimo kontinualni model objekta ¢iji je digitalni

[Aq Ib‘J: [(1) Tl Ti'/z]

U cilju primene relacija (15)-(18), formirajmo matricu

1 T T2
MlzeMT:|:Aq bq}: [o 1P T ]

model dat sa

0 1

koja ima trostruku svojstvenu vrednost A =1. Kako je
matrica M, pozitivno definitna matrica, za matricu M

pisemo M =(InM, )/T =f(M,)=o,M} +a,M, +a;, pa
je f)=(In1)/T i o) =ar’ +a,k+ay, odakle sledi
f(1)=0
fON=yT
fON)=-1T

o(l)=0,+0, +a;,
a (1) =2a, +a,
a? (1) = 2q,

Matrice kontinualnog modela nalazimo nana¢in A, b,

T,

pluor o] L1 T T32] 501 0 0] fo 1kl
M=——0 1 2T [+=/0 1 T |-=|0 1 0|=10 0&1|;
2ZTlo o 1 | Tjo o 1 2T1o 0 1| [0077®
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Sq = {(Aq,bq,d):Gq(Z)= 5 (Z)—d(ZI—Aq) bq},(ll)

3. DISKRETIZACIJA MODELA KONTINUALNOG
SISTEMA SA KASNJENJEM

Razmatramo kontinualni sistem sa kaSnjenjem sa po
jednim ulazom 1 izlazom koji je opisan modelom u prostoru
stanja

x(t) = A x(t) +bou(t—1) (19)
c(t) =dx(t) , (20)
gdeje t=(d —I)T +7', 0<7'<T i d(>1)ceobroj. (21)
Funkcija diskretnog prenosa sistema sa kasnjenjem nalazi se
primenom modifikovane zZz transformacije [6]. Diskretni

model sistema (19)-(21) u prostoru stanja moze se naci u
literaturi [7]-[9], [4] u obliku

x[(k+DT]| [@ T] x(KkT) T, o d =
e o S e e

(22)
ili za d>2 uobliku
x[(k+DT] ®© T, T, 0 .. 0] xkT) 0
ukT—dT+1)| [0 0 1 0 .. 0|lukT—dT)| |0
: =|: : : +| ¢ {u(kT),
u(kT =T) 0 0 0 0 ... I|lukt=2T)| |0
u(kT) 00 0 0 ... 0| ukT=T)| [1
(23)
gde je ® =T
v T-7
0 =ef T [eAMh dn, To= [ e*bodr  (24)
0 0
i o(KT) = dx(KT) . (25)

Podsetimo da se na ulaz objekta dovodi digitalni signal preko
D/A konvertora ili kola zadrske nultog reda; kontinualni
stepenasti signali u(t) i u(t—t),t<T prikazani suna Sl. 1.

Kretanje posmatranog dinamickog sistema opisanog sa
(19)-(21) uintervalu KT <t<(k+1T je dato sa

x(t) = ®(t — KT )x(KT )+ ©(t — KT )u[(k - )T,

KT <t<kT+t  (26)
x(t) = ®(t — KT — t)x(kT + 1)+ O(t — kT —)u(kT),
KT +t<t<(k+DT, (27)

t
gdeje @) =c*' i O-1)=[dt-v)b.dv. (28)
A

4 u(t)

Q

[ s e}

(k-1)T KT (k+1)T (k+2)T t

S1.1. U delovima konstantni signali u(t) i u(t—-t), t<T
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Smenjuju¢i t=kT+t u (26) i t=k+DT u (27),
dobijamo

x(KT + 1) = ®(1)x(KT) +O(1t)u [(k - 1)T] (29)
i X[(k+DT ] =T —1)x(kT +1)+OT —u(kT) . (30)
Relacije (29) i (30) u funkciji matrice M i njenog
eksponenta, koje su definisane sa (15) i (16), mozemo da
prepiSemo na nacin

xT+1) ] [Ay by [ xKT) | e x(KT)
ukT-T)] L0 1 Jlukt-T)| T JukT-T)

i (31)
{x[(k +1)T]} _ {qu qu}{x(kT +r)} _ M- {x(kT + r)}
u(kT) 0 1| ukm u(kT)

(32)

Zamenjujuéi (31) u (32) dobijamo
{x[(kﬂ)T]} {A , qu}[Aqlx(kTHbqlu(kT —T)}
1

u(kT) 0 u(kT)
_ quAqlx(kT)+Aq2bq1u(kT —T)+bq2u(kT) . (33)
u(kT)
Uocimo da za proizvod matri¢nih eksponenata imamo
eM(T—r) eM‘c _ qu qu . Aq1 bql
0 1 0 1
_ {quAq1 Agbg +bq2}. 34
0 1

Poredenjem relacija (33)-(34) i (22)-(23) moZemo uspostaviti
veze
D=A,A
I, = qu (33)
I = qubq1
Primer 2.

Diskretizovati model kontinualnog objekta upravljanja sa
kasnjenjem opisanog u prostoru stanja sa

X(t){i ﬂx(t){(ﬂu(t—r), akoje t=02 i T=03.
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4. DISKRETIZACIJA KONTINUALNE KVADRATNE
KRITERIJUMSKE FUNKCIJE

Diskretna verzija kontinualne kvadratne kriterijumske
funkcije date sa

t
1= [[X @Qx@+u @Ru(m) [dr,  (36)
0

moze se prikazati u obliku

1 . . A, A x(iT)
TGT TGT 11 12 (37
[X (m) wd )]|:A21 Azz}L(iT)} Gn

N-—
1
Jd —E
i=0

gde je N =t/T [10]. Ako interval (0,t) podelimo u N

jednakih podintervala trajanja T, relaciju (36) moguce je
prepisati na nacin
N-1 >(i+DT
J= %% j [XT(T)Qx(r)+uT(r)Ru(r)]dr . (38)
= i
Kako je
X(iT +17) = Ay (Dx(IT) +b, (Du(iT) (39)
(A
sa Agm=e*T i by(=[e*bdn, (40)
0
to za integral ispod sume u (38) piSemo
r T . . A, Ay x(iT)
I.[ [ (1)Qx(1)+u’ (DRu(r) [dr =[x (i) uT(IT)]{Azl AJL(iT)}’
(41)
gde je
T
A= A (DQA (D dr, (42)
0
T
Ap = [ A (0Qby(DdT, (43)
0
T
Ay = [ b (DQA ()T =Af (44)
q q 12
0
T
Ay =| {qu(r)qu (r)+R}dr . (45)
0

Uoc¢imo da relacije (42)—(45) mozemo da prepiSemo na
nacin:

{AH Alz}_} A (0 0 {Q OHAN) bq(r)}dr
Ay An| qu(r) 1[0 RJ 0 I
(46)
Da bi se izbeglo nalazenje integrala (46), ekvivalentna
matrica pojacanjau (37) moze se sracunati koriS¢enjem
veza (7)-(9) zasnovanim na VAN LOANovoj formuli za

nalazenje eksponenta blok trougaone matrice [11]. Naime, u
matri¢énom eksponentu

“Al 0,Q o
nT def | @ ()]
exp b 0/ 0 R\ 12 ’ 47)
0 0 A, b, 0 | @y
0 0,0 0
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. Ag b .
Je D), = i 1 @, =<D;2 . (48)
0 I
Otuda, na osnovu relacija (7) i (46) dobijamo
A A
[A” A12:|:(D11(D12 . (49)
21 2
5. ZAKLJUCAK

U radu je prezentovan postupak diskretizacije koji
omogucava simultano odredivanje obe matrice digitalnog Qg

modela pomocu jednog matricnog eksponenta. Ukazano je na
mogucée primene ovog postupka u nekim zadacima
upravljanja.

DODATAK. Dokaz relacije (16)

I nacin.
Indukcijom se pokazuje da je

k k-1

Mk o[ Ae Acbel 103
0 0

Za k =1 dobijamo

M| Ac Ache | _[Ac b
0 0 0 o

Pretpostavimo da je tvrdenje ta¢no za neko Kk, odnosno

k k-1
Mk:|:Ac Ac bc:| )

0 0
Tada je
‘ Ak Ak—lb A b Ak+l Akb
M = MK .M =] e ¢ Pc c ci_| e cVe |
0 0 0 0 0 0

pa na osnovu principa matematicke indukcije zakljucujemo
da je tvrdenje ta¢no za svako k e N. Nalaze¢i matri¢ni
eksponent kao beskonacni tezinski red sledi

212 313
eMT=I+MT+MT +MT +
2! 3!
2 2 3042 3
I+ Ac be T.|Ac Acbe L+ Az Aghbc L+
0 0 0 0 |2 |o 0o |3

2 2T 3T L
I+AcT +AGA" —+Ag—+- | 0+bcT +ACbC?+ACbC?+---
= 2! 31 i ! !

0 1

II nacin.

" . oy A, B
DefiniSimo matricu C u (1) na na¢in C= 0 0 i

Fi(t) Gl(t):| _

potrazimo njen eksponent u obliku eCt =
0 K

Izjednacavanjem submatrica u jednacini

i[e("t]zCeCt , I:eCt‘ , dobijamo

dt t=0

KO GO|_[A B[RO GO]
0 F() 0 0|l 0 F@®|’°

F(t) = AF, (1) F(0)=1
GO=AGO+BEF1® G (0)=0 ,
F,(t)=0
0 F0)=1
odakle sledi
F @)= et
t
Gt = [ B " ds
0
Ft)=e’t =1
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Abstract - The methods of obtaining the discrete equivalents
for the models of continuous-time objects without and with
time delay, as well as the continuous-time quadratic
performance index, are well-known in the literature. The
discretizing method, presented in this paper, illustrates the
use of VAN LOAN’s formula for derivation of block triangular
matrix exponential [1].

AN ALTERNATIVE APPROACH TO SOLVING
SOME DISCRETIZING PROBLEMS IN CONTROL
THEORY
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