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SINTEZA FIR FILTARA SA SMANJENOM OSETLIJIVOSCU
NA VARIJACIJE KOEFICIJENATA

SYNTHESIS OF FIR FILTERS WITH REDUCED
COEFFICIENT SENSITIVITY

SADRZAJ: U radu su izvedeni op$ti izrazi po kojima mogu da se odrede
koeficijenti FIR filtara koji imaju minimalnu osetljivost na varijacije
koefici jenata u zadatom opsegu. PredloZen je i jedan raéunski jednostavan
postupak pomocu koga mogu da se odrede koeficijenti FIR filtara sa smanjenom
osetljivodéu na varijacije koeficijenata. Izlozeni su i rezultati primene ovcg‘
postupka na neke konkretne primere FIR fiitara. :

ABSTRACT: In this paper general equations for FIR filters with minimum
coefficient sensitivity synthesis are derived. A computationally simple method
for calculation of FIR filters with smaller coefficient sensitivity is

proposed. The results of application of the proposed method for improving
coefficient sensitivity of FIR filters are presented.

1. UVOD

Digitalni filtri predstavljaju jedan od fundamenata celokupne digitalne cbrade
signala. Samim tim su i postupci njihove sinteze od velikog znadaja, i toj
problematici je posvecena obimna literatura, napr. (l1]-{3]. Razradjeni su
postupci sinteze filtara prema razli¢itim kriterijumima kao 3to su minimaina
srednja kvadratna greska, minimaina maksimalna greska itd. Medjutim, svi ti
metodi su orijentisani na sintezu filtara sa fiksnim koeficijentima, dok je
sintezi filtara koji su optimalni po nekom kriterijumu i u slutaju odredjene

varijacije koeficijenata posvecena minimalna paZnja, npr. (4]

Problem anlize i sinteze FIR filtara kod kojih su moguée odredjene varijacije
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koeficijenata ima prakti¢nog znalaja kod obrade seizmi&kih odnosno geofizickih
signala. Tu se na razlitite ne&ine vrii pobuda zemljine kore, a odzivi se mere
pomoéu niza ekvidistantnih senzora koji se postavljaju po povrSini zemlje il
se ugradjuju na specijaine sajle %oje vuku brodovi -u -sludaju- ispitivanja-
vodenih povriina. Tada =zbir odziva ostvaruje funkeiju digitalnih filtara. U
sludaju ovakve realizacije FIR filtara, moguée su varijacije pojacanja
senzora, #to odgovara promenama koeficijenata FIR filtara, ili varijacije
udaljenosti izmedju senzora, $to odgovara promenama faznih &lanove FIR
filtara.

2. OPTIMIZACLJA KOEFICIJENATA FIR FILTARA

U ovom radu razmatragde se FIR filtri, &ija je frekventna karakteristika data
sa:
N-1 —ien
Hw= ¥ he’ m
n
n=0

Za razlidite primene postoje razlitite funkcije poZeljnog frekventnog odziva,
oznadimo ih sa P(e), koje su definisane na nekom skupu ulestanosti 2. Tu su
definisani razligiti kriterijumi za meru aproksimiranja. funkcije Plw)
funkcijom H{w), kao Sto su kriterijum mininalne srednje kvadratne greske,
minimalne maksimalne gredke i sl. Dalje se logiéno namece problem nalaZenja
takvih koeficijenata filtra hn da se postigne najbolja aproksimacija u
izabranom smislu. U ovom radu ¢e biti razmatran kriteri jum minimalne

maksimalne greske, tj. optimizacija u smislu Cebigeva:

Min Sup W(w)| Plw} - Hlw} | (2}
h wel )
gde je h skup koeficijenata filtra, h = { ho, hl’ e hn 1, a Wilw) tezinska

funkcija. Problem nalaZenja skupa takvih koeficijenata filtra hn da je
postignut minimum u (2) moze se retiti Remez exchange algoritmom, koji problem
minimizacije svodi na refavanje predefinisanog sistema linearnih jednatina.
Ovde moramo napomenuti da, obzirom da se u radu tretiraju sluc¢ajevi kada
dolazi do varijacije koeficijenata, 10 se ne moze posti¢i da su filtri uvek
linearne faze, pa se zbog toga svuda koristi metod kompleksne aproksimacije.
Naime, nalaZenje minimuma iz (2) ekvivalentno je nalaZenju sledeceg minimuma:
Min Sup Sup W(u) Re { [Plw) ~ Hlwl} t‘:je ) (3}
b well 0s8s2n
sto se pak, u slulaju diskretizacije w na K, 2 ugla 8 na 2P taCaka svodi na
resavanje sistema od K-P linearnih jednafina oblika:
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N-1
W) L h cosinu, —6 J=Wle )P (v )cosepoP (@ )sme ] {4)
n=0
.gde je k.= 1, 2, ... , K, p =12 .., P a Pr(u) realm Pi(u)

imaginarni deo od Plw).

Red sistema K-P za slufajeve koji se susredu u praksi je uglavnom
prihvatljivea stanovidta obima izralunavanja koja se javljaju prilikom
redavanja sistema.U sluaju  varijacije koeficijenata filtra frekventna

karakteristika filtra data je sa:

N-1 wn! e )
Hlwl= T h (148 )e ~Jont (s)
n=0 "
gde su an i £ nepoznate konstante za koje vaZe ograni¢enja | Bn | = 8 i
i cn | = £ . Sada problem nalaZenja minimuma iz {2) postaje:
Min Sup Sup Sup W(w)| P(w) - Blw) | (6}
howl 5 ¢
gde je & skup devijacija koeficijenata & = | 60, 61. e aN—l I a € skup
devijacija faznih ¢lanova ¢ = | Co Ep v v Engy ]. Slikno kao i kod (3},
ovo je ekvivalentno sa:
Min Sup Sup Sup Sup W(w) Re { [Plw) - Hlw)] er } (7

n 8 € wehl 0=0=<2n

Maksimalna gredka u smislu Cebiseva se dostize na granicama intervala za svako

S, i € tj. kada oni imaju vrednosti ¥4 odnosno FE. Na taj na¢in dolazi se do

4

2" nizova od po N elemenata, &iji su elementi 61, 52. e 6,\, a imaju

R N
vrednosti +A odnosno -4 i analogno 2 nizova sa elementima c 52. e

vrednostima +E odnosno -E. Neka su oznake za skupove tih nizova Sg odnesne sg

tg. i

Sada se uslov {7) moZe ekvivalentno izraziti kac:

Min Sug Sug Sup  Sup Wiw) Re { [Plui-Hlw)} 536 } (3)
0=

€® wel 0
Kada se ovde, kao u slutaju za (4) izvrsi diskretizacija w na K, a ugla ® na
2P tataka, nalaZzenje minimuma se svodi na reSavanje sistema od K'P*.Z‘N

jednatina oblika:

N-1
W(uk) )EO h (1+6 )cos(n(l+€ )w -8 ) = W(wk)lPr(wk)cosep-Pi(wk)sinep} {9)
gde je k=12 ..., K; p=12 .. ,P; =12 ..,2Y i
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) 2N . . . . .
Sistem od K-P-2 jednagina za razliku od sistema (4) ima veoma visck red.
Kolitina izratunavanja za vede vrednosti N predstavija dugotrajan posao ¢ak i

za najvede racunare.

Zbog svega toga ima smisla definisanje alternativnih algoritama za nalaZenje
regenja postavijenog problema. U tom smislu su od interesa kako postupci za
nalazenje  optimalnog, tako 1  suboptimalnih resenja, koji ol imali
zadovoljavajucu  tacnost, a sa stanovista potrebne koli¢ine izradunavanja, u
slucajevima koji se srecu u praksi, imali prihvatljive dimenzije. U ovem radu

se iznosi jedan takav algoritam za nalazenje suboptimalnog redenja probiema.

3. SINTEZA FILTARA SA SMANJENOM OSETLJIVOSCU

Osnovna tedkoca koja se javija kod optimizacije koeficijenata FIR filtra prema
formulama (9) je veoma visck red sistema, K-P-ZZN. Postoji nekoliko nadina
xako moze da se smanji dimenzionalnost problema, a jedan od njih bice izlozen

u ovom radu.

Kod optimizacije koeficijenata za primenu u praksi, a i metodologki, razlikuju
se sludajevi kada su moguce varijacije samo koeficijenata hn FIR filtra, kada
su moguée varijacije samo faznih &lanova n, i na kraju, kada su istovremeno
moguce varijacije koeficijenata hn i faznih d&lanova n. Jasno je do kakvih
pojednostavijenja dolazi u jednadinama (9} u sludajevima da su moguce
varijacije samo koeficijenata hn filtra ili samo faznih ¢&lanova n. U tim
slucajevima red sistema je K-P-2 $to je znatno manje nego u siuaju da je
moguéa varijacija svega, kao u (9), ali je 1 dalje veoma visok, 3to daje

smisao nalaZenju postupaka za njegovo snizavanje.

Za sva ova tri sludaja zajednidka je opsta ideja o dekompoziciji problema
optimizacije sa ciljem sniZavanja reda problema. U tom smislu prvo se nalaze
koeficijenti filtra koji je optimalan u kiasiénom smislu, sa minimalnom
maksimalnom greikom u slutaju bez varijacije koeficijenata hn i faznih &lanova
n, prema formulama (5). Za ovo je potrebno resiti sistem od K-P jednadina.
Dalja optimizacija koeficijenéta hn vréi se u n-dimenzionom prostoru tih
koeficijenata.  Kompleksnost izradunavanja u  sludaju  varijacije samo

koeficijenata hq ili samo faznih &lanova n je proporcionalna sa ZN, a u

sludaju varijacije t jednihr i drugih proporcionaina sa VZZN_ S




sve ovo zajedno znadi da je postupak ¢ija je kompleksnost izrafunavanja
proporcionalna sa P-K~2N, odnosno P~K-22N. aproksimiran sukcesivnom primenom

postupaka cije su xompleksnosti izracunavanja proporcionalne sa P'K 1 2,

. 2N . .
odnosno P-K i 2 ", &wo predstavija znadajnu ustedu racunarskog vremena. Ovo
veoma Ccesto predstavija 1 jedinu moguénost da se problem uopSte resdi, jer
mnogi radunari uopdte ni ne mogu da prihvate re$avanje sistema jednaina reda

P-K'ZZN koji moze da bude znatan za [iitre koji se koriste u praksi.

U sludaju varijacije samo koeficijenata hn optimizacija poéinje standardno,

tako 3to se odredjuju koeficijenti hno iz sistema jednacina (5). Oznadimo sa

H’\JO tako dobijenu tatku N dimenzionog prostora  koeficijenata hn:

!

HNO={hlo' h20’ B hNo]'

Dalja optimizacija vr3i se u N-dimenzionom prostoru koeficijenata hn i za
dalji rad potrebno je uvesti dve definicije funkcija u ovom prostoru. Neka je
FG(hl' hz, N hN) funkcija koja ima vrednost maksimalne greske frekventnog
odziva FIR filtra sa koeficijentima hl’ hz, e hN' i neka je
FGI(hI’ hz, e hN) funkcija koja ima vrednost maksimuma maksimainih gresaka -
svih FIR filtara &iji koeficijenti pripadaju intervalima: :

h e {h_(1-A), h_(i+p)].
n oo n

Uz ovakvu definiciju, problem koji se tretira u ovom radu svodi se na
nalaZenje minimuma funkcije FGl(hl’ hZ IR X’N). a tacka [hl' hZ U th
u kojoj je postignut minimum ustvari odredjuje koeficijente filtra sa trazenim
svojstvom. Postupci za nalaZenje minimuma N dimenzione funkcije su poznati |
dobro obradjeni u titeraturi, npr. (5} i {6}, i njihovom prostom primenom moze
se doéi do refenja problema. Medjutim, u op3tem stu€aju i samo izradunavanje
vrednosti funkcije FGI je ralunski veoma obiman posac, obzirom na veliku

dimenzionalnost problema.

Podto  se u praktidnmim primenama javijaju relativio male varijacije
koeficijenata filtara, to i postupci sinteze optimalnih FIR filtara za sluéaj
malih  varijacija  koeficijenata imaju najve¢i prakti¢ni znacaj. Zbog
neprekidnosti funkeije FG(hl, hz. e hN) i ogranidenosti njenih parcijalnih
izvoda, za svaku taCku (hlo’ h2°, ooy hNo) N dimenzicnog prostora
koeficijenata (izuzev tactaka u kojima se po nekoj od promenljivih postiZe
maksimum), postoji takvo Ao da funkcija FGI(hlo’ h20' ey hNo) ima vrednost
jednaku vrednosti funkcije FG(hl' hz" ey th u nekom od temena
hiperparalelograma opisanog nejednakostima:

w

w
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hio“-Ao) = hi = hio(l-*Ao) i=4 2, ..., N (10)

Ogrexiben je da se u tadki ne postize maksimum po nekoj od promenljivih hi nije
previse znadajno zbog toga 3to se U postupku polazi od globalnog minimuma
funxcije FG(hY hz‘ e hN). U tom sluaju vrednost = funkeije
ﬁ‘:s' h2°. e hNo) se moZe nati kap maksimum- frednosti funkcije
"

\2 At '~2 ,hN) u temenima hiperparalograma opisanog nejednakostima {10}).

1z ovzkav postupak izratunavanja vrednosti funkcije FGI(hl, hz, . hN),
rjer. minimum je moguce na¢i nekim od klasitnih postupaka, npr. I5] i [6], a
cemim tim 1 koeficijente trazenog filtra. Ovakvi postupci dovode do optimalnog

resenja, ali imaju jedan nedostatak &to uglavnom =zahtevaju relativno veliki

proj izratunavanja vrednosti funkcije FGl(hl’ hz. e hN), §to | pored
Lvesenin pojednostavljenja, 22 vede vrednosti N predstavija obiman raunarski
LLs&EL.

Wes utim, postupak izratunavanja vrednosti funkecije FGI(hlo' h20‘ e hNo)
crexs  vrednosti funkcije FG(hl’ hz, e hN) u temenima hiperparalelograma
4z je mogucnost formulisanja jednostavnog postupka za aproksimativno nalazenje
minimuma  funkcije FGI(hl’ h2, s hN). Kada poznajemo  teme
hiperparaleiograma !hlm' th, N thl u kome funkcija FG(hl. hz, e hN)
ima maksimalnu vrednost, onda nalaZen je minimuma funkeije
‘rr'(h“ h2, [N hN) moze da se trazi u jednodimenzionom umesto U N
‘sl i

dimenzionom prostoruy, i to po hiperpravoj koja spaja talke
Hopr Do , th], [hlo’ Ry e o hNo] i {hls‘ hog o th] ( ta&ka
i etk

simezriéna talki [hlm’ th, e th) u odnosu na [hlo’ hZO' ., hNO].

Sade je osnovna ideja postupka da se na toj hiperpravoj nadje nova centralna

talke [hln’ th’ ) hNn}’ takva da u temenima hiperparalelograma koji
pripadaju 1o pravo] vrednosti funkcije FGImL’ hz. , hN) budu jednake.
Ukoliko se predpostavi da je funkcija FG(hl, hz, e ‘nN) u intervalima
H Al
( [hlm’ th’ B thl’ [hlo’ h20’ e hNo] b ‘hlo’ h20’ o th"
[hls’ th, TR th] } linearna, onda se za postizanje jednakosti vrednosti
funksija u odgovarajucim temenima hiperparalelograma za tacku
HNO dobija pomeraj za svaki xoeficijent hi posebno:
(B+C){(B-C) .
[ L LS = ! 1
2 Z8¢C ivo i 1, 2, ... , N (!
gde je:
B= FG(hlm’ th’ o th) - FG(hlo' h20’ ! hNo)
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T Fglhyg By e By ) s Felhy by by )

h.=h +P i=12 ..,N (12}
i io i

“Na ovaj nalin ne dobija se globalni minimum funkci je FGl(hl' hz, e, hN),
" 311 se dobijaju koeficijenti filtra sa smanjenom osetljivodéu na varijacije

koef icijenata u odnosu na pogetni.

4. REZULTATI

Izlozeni postupak ilustrovade se na primerima FIR filtara niskopropuenika
opsega. Sinteza osnovnih FIR filtara uradjena je primenom metode kompleksne
aproksimacije, tadnije algoritma 495, [7]. Osnovne specifikacije svih filtara
su: propusni opseg 0,0 - 0,0996 (Zeljena vrednost funkcije 1), nepropusni
opseg 0,1484 ~ 0,5 (Zeljena vrednost funkcije 0) i oba opsega imaju A{jednake
tezine, 1. Radjeno je sa filtrima 9., 1I. i 13. reda, a predvidjene maksimalne
varijacije koeficijenata filtara bile su 0.1 i 0,05. Rezultati primene
algoritma prikazani su u tabeli I, gde su redom dati red filtra, maksimaina
varijacija koeficijenata, maksimalna greska poCetnog filtra za .- sludaj
dozvoljene varijacije koeficijenata, i maksimalna greska novog filira koji je

dobijen predloZenim postupkom.

red filtra varijacija maksimalna rﬁaksimal na
koeficienata poletna gredka nova greska

9 0,05 0,32476 0,31862

9 0,1 0,39879 0,38828

11 0,058 0,25287 0,24174

11 0,1 0,32496 0,29940

. i3 0,05 0,20333 0,19692

i3 0,1 0,27708 0,26307

Tabela !
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Vidi se da Jje kod svih novih filtara maksimalna gre§ka manja od maksimalne
greske kod starih, $to znaéi da su dobijeni filtri sa smanjenom osetljivoséu

na varijacije koeficienata.

5. ZAKLJUCAK

U radu su izvedene opite formule koje mogu da se primene za optimizaciju’
digitalnih FIR filtara u sluaju varijacije njihovih koeficijenata. Predlozen
je i jedan jednostavniji postupak za nalaZenje koeficijenata FIR filtara sa
smanjenom osetljivoi¢u na varijacije koeficijenata. Literatura koja tretira
ovu problematiku je oskudna, npr. (4], ali ni tu svi rezultati nisu sasvim
korektni, tako da je te3ko dati meritorno uporedjenje dobijenih rezultata sa

prethoduin,

PredloZzeni postupak pruZa moguénosti daljeg rada koji bi uklju€ivao njegovu
viestruku primenu sa ciljem poboljSanja ta¢nosti, kao i uzimanje vedeg broja
tataka iz prostora koeficijenata filtra prilikom odredjivanja podprostora u

kome de se vrsiti optimizacija.
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