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0 SOPSTVENOM KAPACITETU ZASTITNIH BLOK KODOVA

ON THE INDIVIDUAL CAPACITY OF BLOCK ERROR CORRECTING CODES

SADRZAJ - U ovom radu sistematski je analiziran problem odredjivanja
asimptotskih performansi zastitnih blok kodova pri porastu dimenzije kod-
nih re€i. Pokazano je da za vremenski diskretan Gausov kanal bez memorije
postoie blok kodovi kod kojih kodne redi na minimalnom rastojanju ne utiéu
na proseCnu verovatnoCu gredke pri vrio velikim dimenzijama. Ovo je poka-
zano na primeru BCH kodova. Na osnovu te osobine postavijena je hipoteza
o egzistanciji sopstvenog kapaciteta pojedinih klasa blok kodova, koji je
razli¢it od nule, a manji 111 jednak kapacitetu kanala.

ABSTRACT - The problem of -determining the asymptotxca] performances
of block error correcting codes of large dimensions is systematically
analysed in this paper. It is demonstrated that for a time discrete memo-
ryless Gaussian chapnel there exists block codes whose probability of
error is unaffected by the codewords on the minimal distance in high di-
mensions. This is shown on the BCH code example. According to this proper-
ty, a hypothesis is made that there exists an individual capacity of cer-
tain classes of block codes, different from zero, and less than or equal
to the channel capacity.

1.uvoD

Svaki zadtitni blok kod C predstavlja skup od M razliGitih nizova

simbola

C = C(MNA) = 1X; = (Xyphe-anXyy) | =t i,

koji &ine kodne re¢i jednakih dimenzija N, pri Cemu svi simboli pripadaju
nekom alfabetu A. Alfabet moie imati konacan broj simbola q, kada je A=A =
= {51,...,Sq}, i1i neogranien broj simbola, kada je A=AE C IR, gde je IR
skup realnih brojeva. Blok kocovi nad konaénim alfabetom Aq nazivaju se
diskretni blok kodovi, a nac alfabetom AE euklidski blok kodovi (jer se

uvek mogu predstaviti u N-dimenzisnalnom euklidskom prostoru ERN)J
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Euklidski blok kod je energetski ograniden po srednjoj energiji Es
ako je ispunjen siedeci uslov

Moo 2

11:1 POXOIX IS = Egs (1)
a ako je

126 za d=1,M, (2)

onda je red o sfericnom blok kodu Cije sve kodne rei leZe na povrdini
N-dimenzionalne hipersfere ay polupreénika r = vE

Svaki blok kod se moZe snabdeti nekom metrikom d koja odredjuje ras-
tojanja d(;i’;z) izmedju kodnih reci. NajleS¢e se diskretni blok kodovi
snabdevaju Hemingovom metrikom d,, a euklidski blok kodovi Euklidovom me-
trikom dE. Skup svih rastojanja “D = {dix =d (;i’;z) [ i <2} bitno kara-
kteri3e svaki blok kod.

Svaki diskretan blok kod uvek se moZe presiikati u euklidski blok kod
pomocu neke injektivne funkcije

fp t COLILAY) » CLHLNLAG). : (3)

Ovo preslikavanje omogucava da se svi zaStitni blok kodovi analiziraju u
[RN. Medjutim, ovakva analiza ima smisia ako preslikavanje fE Cuva usvoje-
nu metriku za diskretne kodove u domenu (iskazuje je kroz euklidsku metri-

ku u svom kodomenu).

Kada se bilo koja kodna re¢ nekog blok koda C(N,M,A) propusti kroz
kodni kanal K na njegovom izlazu se dobija odziv kodnog kanala ?, na osno-
vu koga zastitni dekoder donosi odluku koja je xodna re¢ bila poclata.

Ako je odluka zaititnog dekodera X, a poslata kodna ret ii verovatnoca

P (X # ﬁ-lﬁd) =P (4)

predstavlja verovatnodu gredke (dekodovanja) i-te kodne reci. Prosedna ve-
rovatnoda greske (dekodovanjaj blok koda C{N,M,A} jJe

e = I P(Xy) Py (5)

M
P o= I
1=

1

Ova verovatnoca, u opitem sludaju, zavisi od kednog kanala, blok koda (za-
ititnog kodera), zadtitnog dekodera i apriornih verovatnola kodnih reci.
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UobiCajeno je da se u analizi performansi zaStitnog kodovanja uzimaju uni-
formne apriorne verovatnoce kodnih reéi tako da je P(;i) = I/M; i=t1,...,M.
Za dati kodni kanal K uvek postoji za3titni dekoder koji odlucuje sa naj-
manjom verovatnocom greske Pe’ bez obzira na zadtitni blok kod koji se

kroz kodni kanal propuita. Takav dekoder se naziva optimalni zastitni de-

koder.

2. ASIMPTOTSKE PERFORMANSE ZASTITNIH BLOX KODOVA

Skup svih blok kodova {CA) nad nekim alfabetom A moie se potpuno raz-
ToZiti na klase {CA(N,M)} po razlid¢itim vrednostima parametara N i M, ili
na klase (CA(R)} po razliitim vrednostima bitske kodne brzine R=(2dM}/N.
Jedna klasa {CA(R)} predstavlja uniju svih klasa {CA(N,M)} za koje je od-
nos R=(zdM)/N; (R € B < IR) konstantan. Svaka klasa {CA(R)} moZe se uredi-
ti po rastucim dimenzijama, tako da je
{CA(R)} = (CA(N1,M1)} Uu...u {CA(NL’ML)} U.o.., (6)
pri Cemu je Nl < NL+1 => Mz < M1+1, (2dMl)/N2 = R za svako 2=1,2,....
Ako se za svako 2 iz odgovarajuce klase {CA(NQ’Mz)} na neki nacin izabere
samo po jedan blok kod CA(NQ’Mz)ch(Nz‘R)’ dobija se niz blok kodova kon-
stantne bitske kodne brzine-nad alfabetom A uredjen po rastuéim dimenzija-
ma
R (R,A) = (C(N1,R),...,C(Nl,R),...), (7)

koji se moZe nazvati R-nizom zadtitnih blok kodova.

Clanovi diskretnog R-niza R (R,q) su diskretni blok kodovi nad nekim
alfabetom A sa q simbola, tako da razlikujemo binarne (g=2), ternarne
(a=3), ... i Q-arne R-nizove. Clanovi energetski ogranidenog R-niza
R.(R,ES) su euklidski blok kodovi sa jednakim srednjim energijama Es' {la-
novi sferiénog R-niza R (R,E) su sferi¢ni blok kodovi sa jednakim energija-
ma €. Ako je E=1 (r = ¥E = 1)}, re¢ je 0 normalizovanom sfericnom R-nizu
R (R,1). Clanovi optimalnog R-niza Rbpt(R;KJ za dati kodni kanal X su opti-
malni blok kodovi, koji u odgovaraquojvaasi {CA(Nz’NL) = CA(NL‘R)) imaju
najmanju verovatnocu Pe kada se dekoduju pomocu optimalnog dekodera za da-
ti kodni kanal X. Optimaini R-niz moZe biti: (1) diskretan Rbpt(R,x,q),

(2) energetski ogranicen Rbpt(R,x,ES) i (3) sferiéan Rbpt(R,XqE). Clanovi
asimptotski dobrog R-niza R (Rd*) su blok kodovi za koje je norma]izoyano

e

-#
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minimalno rastojanje d; = dm/ES; (dm = min (diz}) uvek vece i1 jednako
od neke pozitivne konstante d* (pri éem&<1je srednja energija za diskret-
ne kodove E =N). Pokazano je [2] da postoje (1) diskretni R (R.q.d¢%), (2)
energetski ogrinileni R.(R,ES,dE) i (3) sferiéni R.(R,E,dE) asimptotski
dobri R-nizovi. Elanovi slucajnog R-niza Rg(R) su blok kodovi koji se bi-
raju na slu€aj {po uniformnon zakonu) iz odgovarajuéih klasa (CA(Ni,R)}V
STu€ajan R-niz moZe biti (1) diskretan RS(R,q), (2) energetski ograniden

R(RE) 1 (3) sferican R(R,E).

0 osobinama R-nizova zaititnih blok kodova se veoma malo zna. Osnovni
i najznadajniji dosadadnji rezultat Jje Fundamentalna teorema .teorije infor-
macija, koju je postévio i dokazao C.Shannon [1}. Ova teorema je do danas
dokazana za 3iroku klasu raznih tipova kodnih kanala i sadr2i dva stava:
tanove siuajnog R-niza prosefna verovatnoca
gredke Pe tezi nuli, ako i samo ako je njihova bitska kodna brzina manja
od odredjene vrednosti Rc‘ koja se naziva kapacitet kodnog kanala;

- negativan stav: za bitske kodne brzine iznad kapaciteta kanala pro-
sefna verovatne€a greske teii jedinici u svakom R-nizu.

Kapacitet kanala je jedan od najznadajnijih parametara teorije infor-
_macija koji zavisi od osobina kodnog kanala i podrazumeva optimalan zas-
titni dekoder. Do danas nije poznat ni jedan neslu€ajan R-niz koji zadovo-
java pozitivan stav Fund. teor. teor. inform. Jedino je A.Wyner [2] uspeo
da dokaze da (pored Fbpt(R,XJ, $to je po definiciji jasno) jo3 kod asimp-
totski dobrih R-nizova Pe tezi nuli 2a vrednosti R koje su znatno manje od
kapaciteta kanala, dok za ostale brzine (do kapaciteta) ponadanje ovih ni-
zova nije poznato. Medjutim, postupak za konstrukciju &lanova Rbpt(R,X) i
Clanova R (R,d*} za sada je praktiéno izvodljiv samo za relativno male
vrednosti dimenzije N; -[5].

3. PRIKAZ DOBIJENIH REZULTATA

Svi do damas poznéti R-pizovi (diskretni i euklidski), kod kojih se
za sve Clanove zna postupak konstrukcije, nisu asimptotski dobri, veé nji-
hovo normalizovano minimalno rastojanje uvek teZi ka nuli. Ovakvi R-nizovi
(zad3titni kodovi) se tretiraju kao neperspektivni u vrlo visokim dimenzija-
ma, jer se veruje (mada to u op3tem siuéaju nije dokazano) da sa opadanjem.

normalizovanog minimalnog rastojanja ka nuli verovatnoéa greike Pe mora da
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raste ka jedinici. Ovo je slucaj (dokazan)i za binarne BCH kodove u binar-
nom simetriénom kodnom kanalu (BSC). Medjutim, autori oveg rada pretpos-
tavljaju da ¢e, kad se binarni BCH kodovi preslikaju pomocu funkcije (3)
uobliku fe : W0" > - VE/N, 1" = + +E/N; u odgovarajuce sfericne (euklid-
ske) BCH kodove, verovatnoca greske teziti nuli u takvom R-nizu, ako je u
pitanju vremenski diskretan Gausov kodni kanal bez memorije sa optimalnim
dekoderom po minimalnom rastojanju, bez obzira $to minimalno normalizovano
euklidsko rastojanje takodje tezi nuli. Vergvatnoca greike bi trebala da
opada ka nuli u ovakvom R-nizu, koji ¢emo oznaliti sa R (R,BCH,E), za sve
brzine R € B« IR manje od neke graniéne RBCH‘ koja bi se nazvala sopstve-
ni kapacitet BCH kodova za vremenski diskretan Gausov kanal bez memorije.

Osnovu za gore navedenu pretpostavku autori vide u &injenici da deo
verovatnofe greske Pe koji potiée od svih kodnih rei na minimalnom (euk-
1idskom) normalizovanom rastojanju d; tezi nuli u R (R,BCH,E) za sve R«i
i nezavisno od odnosa signal-sum SNR =E/N-cz, (gde je ¢° varijansa jedne
komponente Gausovog 3uma), iako d; takodje tezi nuli. Ova Cinjenica e bi-
ti nadalje dokazana.

Proseéna verovatnoca greSke u blok kodu sa dve kodne refi na euklids-
kom rastojanju dE je data relacijom:

- o d
Pe * Pet = Pep = Pe (M2 dp) = T, 8 —
gde je -
1 2
Q(x) = — { exp(-17/2)dz. 9
(x) =) ( (9)

Deo verovatnoce gredke dekodovanja i-te kodne reéi u nekom euklidskom
blok kodu C(M,N,AE), koji potice od uticaja Mm kodnih rei na minimalnom
rasiojanju dEm od i-te kodne reli, oCigledno e biti

D = ‘

Pei (Mm’dEm) < Mm .e(M-Z,dEm). (10}

Za BCH kodove, koji su linearni, uvek ¢e biti Pe(Mm’dEm) = Pei(Mm'dEm)'
kada se prevedu iz diskretnog u euklidski oblik pomocu preslikavanja (3)
datog sa fp : .0" > - vE/N; 1" » + JE/N. Berlekamp [3] je pokazao da je
minimaino Hemingovo rastojanje de za BCH kodove u diskretnom obliku, pri
velikim dimenzijama N dato sa

dy~ 2N [an{1/R)/2d(N)], (1)

&
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koje se pomocu gore navedenog preslikavanja prevodi u ekvivalentno euklid-
sko rastojanje

/8E - /an(1/R}/2d(N). (12)

Procenu broja kodnih re¢i u BCH kodu na minimalnom rastojanju Mm dao je
Sideljnikov [4]:

X -0,1
o b Ny ey, 13
" M(1-R) de (et = 13

gde je C1 neka konstanta.

Koridcenjem Stirlingove formule, binomni koeficijent u prethodnom iz-
razu moze se aproksimirati sa
N {uu"i-u‘(1_u)}N
( d )y~ —————&———L—-—T———— (14)
Hm z
[ZnNu (1-u)]

gde je
n(1/R)

1d(N)

Zamenom {12) u (8), a zatwm (8), (13) 1 (14) u izraz {10) i posmatranjem

graniénog slucaJa kad N + «» dobija se:

N(R-1)+0[1/2d(N)] (15)

Py (Mysden) ~ Lim 2
>m

Kako je za BCH kodove uvek R<i, to P (Mm dEm) sigurno tezi nuli kada Now,

nezavisno od odnosa signal-3um.

.

4. ZAKLJUTAK

Na osnovu prethodn1h razmatranja moze se zakijuciti da kod BCH kodova
u vremenski dxskretnom Gausovom kanalu bez memorije kodne re¢i na minimal-
nim rastojanjima uopite ne utiéu na povecanje proseéne verovatnoce gredke
pri vrlo velikim dimenzijama. Razlog tome je 3to tada takvih kodnih reci
ima relativno malo u odnosu na uda]jenije kodne re¢i, kojih ima znadajno
viZe. Iz tih razloga te udaljenije reZi imaju ve¢i ukupni uticaj na vero-
vatno¢u gredke, bez obzira 3to su na vecem rastojanju. Ukoliko bi se poka-
zalo da za kodne re¢i na svim rastojanjima postoje vrednosti parametra
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SNR # O pri kojima Pe te?i nuli, BCH kodovi bi imali sopstveni kapacitet
razliéit od nule a manji ili jednak kapacitetu kanala.
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