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OPTIMALNO UPRAVLJANJE U MINIMALNOM VREMENU

TIME OPTIMAL CONTROL

SadrZaj - U radu je analizirano vremenski optimalno upravljanje 1i-
nearnim sistemom drugog reda. Uz kratak opis metode dan je prijed-
log za realizaciju. Poseban naglasak dan je suboptimalnim sistemima,
za koje je izvrSena 1 analiza pogreSke., Analiza i simulacija iz-
vr8ena je na personalnom radunalu.

Abstract — The paper analysis the time optimal control of the se-
cond order system The short rgwiew of the method is given together
with the suggestion for the technical realization. A special accent
is given to the suboptimal systems and the error analysis is given.
Analysis a simulation have been performed by means of a personal
computer.

1. UVOD

Matematski opis linearnog vremenski invarijantnog sistema dan
je opéenito:

%(t) = A X(t) + B d(t) 1.1

gdje je: %(t) - vektor stanja, A - matrica koeficijenata,
B - vezna matrica L D - prijenosna matrica 1)
Pretpostavimo 1li da je sistem potpuno upravlijiv (2) 1 da su sve kom-

ponente upravljalkog vektora u{t) ogranilene:

[uj(t)l <1 i=1,2,...r 1.2
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1 da je poletno stanje u t=0 zadano opdenito:

- (() _
X )-—xo 1.3
Zadatak optimalne regulacije u minimalnom vremenu je sinteza kon-
trolnog vektora q(t) koji prevodi sistem (1.1) iz pofetnog stanja
;o do ishodi3ta, u minimalnom vremenu. Blok prikaz vremenski opti-

malnog sistema s povratnom vezom dan je na slici 1. 3

i) 1 ~Alee) 1 u (1) FAY)
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S1l.1. Blok prikaz realizacije vremenski optimalnog sistema
_ izvedenog s povratnom vezom

Iz blok prikaza danog na slici 1 vidimo da upravljadki vektor pop-
rima iznose {+#1, -1} naizmjence ovisno o predznaku pripadne prek-
lopne krivulje hjli(t)l. Oblik upravljd&kog vektora dan u vidu
sekvence maksimalnog dozvoljenog iznosa tog vektora, proizlazi iz
principa maksimuma koji je razvio poznati matematidar Pontrjaginﬁ3)
Napomenimo jo¥ da upravljagki vektor u obliku preklopne sekvence do-
bijemo za klasu tzv. "normalnih™ sistema (3).

U ovom radu ogranifit femo se na analizu sistema drugog reda s jed-
nim ulazom, gdje ce glavni zadatak biti utvrdjivanje analitié-
kog oblika preklopne krivulje.

2. VREMENSKI OPTIMALNA RESULACIJA SISTEMA II. REDA

Xao 3to smo vidjeli u uvodnom poglavlju upravljalku veliZinu
u(t) = {u+, u -, u+,...} generira skiop s idealnom relejnom karakte-
ristikom. Ovisno o iznosu vektora stanja sistema, relej se nalazi
u pozitivnom ili negativnom stanju. Nadjemo li skup rjeSenja u faz-
noj ravnini za u=+1 i u=-1 sistem ée se kretati po onoj faznoj tra-
jektoriji na kojoj se na3ao u zadanom poletnom trenutku. Spomenuta
fazna trajektorija odgovara uzbudi *+1. Kretanjem, sistem dolazi na

preklopnu . krivulju, mijenja se predznak uzbudne veliZine i sistem
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se krefe dalje prema ishodi¥tu. Na ilustracijama pojedinih slucaje~-
va vidimo da preklopna krivulja predstavlja segmente faznih tra—

jektorija putem kojih je jedino mogude do¢i u ishodiZte.
Opéenito su analizirana tri sludaja:

ili u vektor matriénoj
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w'y = k u{t)
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formi isti sistemi dani su opfenito

1
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0

Grafifki prikaz rjedenja sistema (1.7) i

2a) i ) e =
T2

S1.2. a) Fazne_trajektorije sistema ¥ =
b) ¥ + w? =k u(t) za u(t) = +1

1.4

1.5

= k u(t) 1.6

u 1.7

u 1.8

u 1.9
J

(1.8) dan de na slici

k u(t) 1
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Crtkano oznalene linije predstavlijaju fazne trajektorije za u=-1
’

a puno oznafene linije za u=+l. Uvidom u fazne dijagrame vidljivo
je da za bilo koje pofetno stanje postoji samo jedan put dolaZenja
u ishodiSte. Kretanje u zadnjoj sekvenci nuZno se odvija po samoj
preklonrnosj krivuliji.

Na slici 3a), b) i c¢) navedena su tri proizvolijna primjera za sis-
teme opcenito zadane pod (1.7), (1.8) 1 (1.9). Iznosi parametara na-
vedeni su uz ?rafove.
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s1.3. Grafi®ki prikaz kretanja vremenskl optimalnog sistema

3. SUBOPTIMALNA VREMENSKA REGULACIJA SISTEMA II. REDA

Analitidki opis prijeklopne krivulje,a isto tako i softverska
podr3ka, postaje izrazito sloZena kako raste sloZenost sistema.
Sklopovska realizacija vremenski optimalnog sistema II. reda danog
izrazom (1.4) zbog ilustracije dana je na slici 4. U spomenutom
slu&aju p;ekiopna krivulja ucrtana u dvostruko uokvirenom bloku

relativno je jednostavna za izvedbu.

SO
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ved za slu&aj (1.5) 1 (1.6) slofenost preklopne krivulje ote-

Yava fizi&ku realizaciju odnosno u realizaciji pomocu rafunala slo-
Yenija softverska podrika unosi kadnjenje. Iz spomenutih razloga

predloZene su aproksimacije preklopnih krivulja koje su za prii:

jer (1.5) 1 (1.8) prikazane grafilki na slici 5.

Gre¥ka u iznosu minimalnog vremena koja e nastupiti zamjenom

idealne optimalne preklopne krivulje suboptimalnom pokazalo se
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S1.4. Tehnidka realizacija vremenski optimalnog upravljania
sistema y = k u(t)
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S1.5. Grafi¥ki prikaz suboptimalnih prijeklopnih krivulija

analizom provedenom pomoéu radunala da u najnepovolinijem sluaju
iznesi 5% u oba primjera. Ovisno o podetnom stanju vidimo da je
pogredka to manja %to smo dalie od ishodiZta u poéetném trenutku

t=0. Grafidki prikaz ovisnosti pogre3ke o udaljenosti dat Jje na
grafovima na siici 6.a) i b).
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$1.6. Pogre3ka suboptimalne vremenske regulacije za primjeér
Fraly=k u(t) 1 §+2ap+(a+ud)y = k u(t)

ZAKLJIUCAK

Analiza je izvr3ena da se ukaZe na jednostavnost realizacije up-
ravljanja stanjima sistema II. reda u minimalnom vremenu. Slo¥ena
teorija nalaZenja ekstrema koristedi Pontrjaginov metod svedena je
na jednostavni zadatak generiranja suboptimalne preklopne kri-
vulje. Uz poznate, odnosno dostupne iznose stanja sistema preko
suboptimalne pfeklopne krivulje slijedi optimalna sekvenca uprav-
ljadkog vektora na izlazu 1z releja.
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