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ANALIZA POLPREVODNIZKIH STRUKTUR Z METODO
KONCNIH ELEMENTOV: DOLOCANJE MATRIK SISTEMA ENACB

ANALYSIS OF SEMICONDUCTOR STRUCTURES WITH THE
AID OF THE FINITE ELEMENT METHOD: MATRIX EVALUATION OF THE
SYSTEM OF EQUATIONS

VSEBINA: V &lanku je prikazano doloevanje posameznih matrik
sistema ena¢b, ki je nastal po minimizaciji funkcionalov, v katere
smo prevedli osnovne polprevodnifke enafbe, Izpeljavo tega sistema
smo predstavili preteklo leto. Izbrali smo linearne testne funkci-
je in sicer strefne pri enodimenzionalni in piramidne funkcije pri
dvodimenzionalni obravnavi.

ABSTRACT: The evaluation of the matrices of the set of
equations proceeding from the minimization of the functionals-into
which the fundamental semiconductor equations has been transformed.
The derivation of this set was presented last year. Linear test
functions has been chossen:ramp functions for one- and pyramide
functions for two- dimensional analysis.

1. UvVOD

Osnovne polprevodniSke enalbe, kontinuitetni in Poissonova,
sta bi¥t prevedeni v obliko funkcionalov[ﬂL Po minimizaciji funk-
cionalov smo dobili enadbe, ki jih tu ponovno zapifimo. Namesto
Poissonove enadbe smo dobili matridno enacbho za popravgk potenciala

(¥ + L)8= M{p-n+N) L’o- K’ va vee (D)

namesto kontinuitetnih enadb pa enafbi za koncentracije elektronov
in vrzeli
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M —;t— + K n = MG

M—%;L+Kpp=MGv vee {2)
pri tem pa so bile matrike definirane takole

13 HVT:L (fds, My 5= J(fig dS; Ly4= Jj.(p+n)L ¥; sfjds

Kl Qﬂyn(v‘fiWJ - Wiy fy)es, -

xE, ;ﬂ?‘p‘v‘fivﬂ +VvV‘fi‘fj )as v (3)

Najbolj zanimive pri taki analizi so tokovne gostote, ki jih
skozi vozlii&e i rafunamo po naslednjih ena¥bah:

L =% kP p M o M s
P ; TPt Ty T Myt
n on.
I = -J.
n, Jil Kijnj M13G3+M13 3 cee (4)

Metoda zahteva refitev navedenih enalb, vendar je predhodno po-
trebno dolofiti vse matrike KV,M,L,Kn in XP. 0 tem pa nameravamo
spregovoriti v tem &lanku.

2, 12RACUN ELEMENTOV MATRIK
2.1 Enodimenzijska analiza

Za testne funkcije bomo uporabili streZne funkcije, ki jih pri-
kazuje slika la in ena&ba

[} i x:;xi_1
(emxy g )/ (x3=%5 _3) 5 Xy exax,

. =
%} (X4 =¥) /(x5 40=%4) 3 xmEx=x,

° POX 22Xy N )
Na posmaznem elementu e, bosta od ni¢ razli&ni le funkciji

%&_1 in Yi, ki pripadata vozli¥¥ema k-1 in k. Zato bodo vse matri-
ke tridiagonalne. Postopek ra¥unanja matrik pa vr¥imo na sledel
nadin. X vsakemu &lenu matrik, ki bo razlifen od ni&, izradunamo’
prispevek posameznega elementa, nato pa te prispevke seftejemo.Na
vsakem elementu e torej izradunamo £tiri &Clene: ék-l,k—l), (k-1,
k), (k,k~1) in (k,k). Le-ti sestavljajo matriko R~ dimenzije 2x2.
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Slika l: Testne funkcije: a) strefne in b) piramidne funkcije
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Matriko Rk

lahko preuredimo v matriko R, dimenzije
{(n+1)x(n+l) . Ce vse matrike Ry seftejemo, dobimo iskano matriko R.’
Zato bo na$a naloga le izra¥un prispevka posameznih elementov k
celotni matriki, torej le izradun matrike Rk.

Ko celotno matriko R izrafunamo, lahko zaradi znanih vrednosti
iskanih funkcij v vozli8&u o (robni pogoj) &rtamo prvo vrstico v
matrikah. Prvi stolpec pa upoStevamo na desni strani matri&nih
enalb. Podobno lahko naredimo pri n-tem vozli3&u,

Izradunajmo torej matrike M, Kv, L, K" in XP. Na k-tem elementu
nastopata od ni& razli¥ni funkeiji Tk-l in Yk.

Pr-1 T g Xy

P o = xR )by

T cee (D)
Vsak integral lahko zapi§emo kot vsoto delnih integralov. Zato

lahko namesto integracije preko celotnega obmo¥ja R izvedemo inte-

gracijo preko posameznih elementov, potem pa te integrale selteje-

mo. Najprej izralunajmo matriko M.
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—Z f'{ fax e (8)

k™1 13 k—u.
élenl matrike M bodo razlidni od nid¢ le za i=k~1,k in

j=k~-1,k. Po enostavnem integriranju dobimo matriko Mk, ki jo vsta-
vimo v matriko Mk‘

X h 2 H

k
M = _6 LI (9)
-1 2¢
Na popolnoma enak na¥din izrafunamo 3e matriko K.
1 -1]
k 1
134 =g , ee. (10)

k

Nekoliko gzliziééun zaplete pri matriki L. Tukaj razmi$ljamo
takole. Koncentraciji p in n sta na elementu ey odvisni le od
vrednosti v vozliS&ih k-1 in k.
R

o = i1 Pr-1 ¥ Y Px e (1)

Ce zgornja izraza vstavimo v enalbo za Lij (3) dobimo za
matriko L:

ik = —!-l-((pk_l'*nk_l) F 1} (pk+nk)[1 1} vee (12)

12 1 1 1 3

Pri izradunu matrik K© in XP razmiSljamo enako. Potencial na
elementu e, lahko zapiZemo:

k _
= Yk-lvk-l + 7kvk ees (13)
Poleg tega sta gibljivosti elektronov in vrzeli Pa in r

zaradi lastnosti stre3nih funkcij na posameznem elementu konstantni.
Ce to upotevamo, lahko izradunamo &lene matrik XK in P

1 -1 V=V -1 -
nk _ fnk k k-1
S [—1 ]— 2 [ 1])

k 1 1
1 -1 vV, =V -1 -1
pk _ Fﬁgk( k k-1
K = hk [-1 1}+ ——— L . se. (14)

2.2 Dvodimenzionalna analiza

Poskusne funkcije izberemo kot piramidne funkcije (16). Zato
polprevodnifko strukturo razdelimo na trikotnike. Na elementu ep
50 piramidne funkcije izraZene z izrazom




K K k__k k X k
[ 1 Xa¥3™xg¥y) * {ypryy)x 4 (xgmxoly
ko 1 bokk kk .o,k ki ok _k
2|7 2 | Ya¥TRYy) o (ygmypdx R (xgmxg)y . (15)
k K k_ K.k K _k k _k
3 (epypxp¥y) + (yp-y3dx + (xp=xp)y

k
Pri tem : .
Wbi pomeni funkcijo Y& na elementn e, - Na posameznem

elementu pa lahko $e upoStevamo relacijo

&

Postopamo enako kot pri enodimenzijski analizi. Matrike radu-
namo na posameznih elementih, na koncu pa vse prispevke posameznih
elementov k Elenom matrike seltejemo. Radunamo torej matriko Rk
dimenzije 3x3.
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Le~to wvstavimo v matriko Rk’ ki predstavlja prispevek posa-
meznega elementa k celotni matriki. Na koncu pa zopet seStejemo vse
matrike Ry in dobimo matriko R, ki jo i¥&emo.
Kot pri enodimenzijski analizi lahko integral preko celotnega
obmo&ia 52 razbijemo na vsoto integralov preko elementov ey .
Poglejme matriko M. Stevilo elementov naj bo t.

t £
Mij‘= Z_;l Mysy T Eg%iﬁjas ee. (18)

Z upoltevanjem izraza (16) dobimo v primeru, kada sta vozlis&i
i in j sosedni na elementu ) izraz za Mij
{pk/e i i=3

M, . =
k c L
Bk e 12 144 cee 19)
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Za nesosedna vozli¥¥a i in j je &len Mi'=0'

Ker so piramidne funkcije na posameznem elementu linearme, bo

njihov gradient na tem elementu konstanten. ZapiSimo komponento
gradienta.

kX k k _k
¥7¥3 X37%;
k
a= Y§“Y§ pk = | xK-xK
k__k ' 3
¥y-Ys X —Xy cee (20)

S pomodjo zgornjih izrazov lahko izrafunamo prispevek elemen-
ta ey k matriki K'.

sz g ljk ZJW Vﬁ as

\ . k
Kiik (ania + b b )/(4P ) .. (21)
B S
Na elementu e, so vrednosti koncentracij elektronov in vrzeli

ter potenc1ala odvisne od treh vozli¥¥nih vrednosti.
3

Znn '\'/ni P Z Pn‘\(k Zi;'lvni‘\.rni

= . (22)

zZato lahko brez teZav iziaéunamo matriko L, 8e v izraz (3c)
vstavimo zgornje izraze za koncentraciji n in p.

Sf Lijk ‘“' +n )’\yn"f‘ das

1/60 ; n.#n.#nm

3
1/10 ny
2.5 (p. + n. ) P Dy=RyThg oo (23)
kz: P m 1/30; ostalo

Enako velja za potencial v matrikah k" in ¥P.
t t
P _ L - kQuk ki k
kb2 Ky kz;J& . (V%ﬁnfvv W‘ni"fnj)ds e (20)

Tudi pri dvodimenzijski analizi sta gibljivosti elektronov
in vrzeli na posameznem elementu konstantni. Zato dobimo:

3
k k . k <
S (3(a 4+b b )- 2 v (a a +b )]
ijk 12P n3 n, n3 =1 "m kﬁﬁ
3
kX _k k k k .k
&4}2 (3(a, a +b b )+§ v (a a +b b )) e (25)
13k TPy ny B

=1 l
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3. ZARLJUCEK

Metoda kon&nih elementov se je izkazala kot zelo uspe¥na,
kakor na drugih tehni&nih podrotjih, tudi pri analizi polprevodni-
Skih struktur. Temelji na variacijskem ralunu, kjer je potrebno
minizirati ustrezno odvisnost v obliki funkcionala.Obi&ajno se tak
problem prevede na refevanje Eulerjeve parcialne diferencialne
enatbe, ki pa je v splo¥nem nerefljiva. Zato uvedemo aproksimativne
testne funkcije in tvorimo njihovo linearno kombinacijo tako, da
dani funkcional minimizirame. To kombinacijo pa lahko izra&unamo
z reSevanjem algebrskega sistema enaZb. Izpeljavo teh enadb smo
predstavili preteklo leto, sedaj pa smo skudali predstaviti zaple~
teno dolofevanje matrik, ki v njih nastopajo. Podroje, ki ga ana-
liziramo, je razdeljeno na posamezne elemente ?k, nad njimi pa
konstruiramo testne funkcije, ki nam enostavnejSe aproksimativno
reSevanje problema omogofijo. Izbrane funkeije so take, da so do-
volj enostavne za numerino refevanje. Lahko pa upoStevamo seveda
tudi testne funkcije vi¥jega reda, ki bi povelale konvergenco.
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