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KOMPARATIVNA ANALIZA STOHASTICNE KONVERGENCE SEDMIH REKURZIVNIH
METOD ZA OCENJEVANJE PARAMETROV

COMPARATIVE STOCHASTIC CONVERGENCE ANALYSIS OF SEVEN RECURSIVE
PARAMETER ESTIMATION METHODS

VSEBINA - Clanek obravnava komparativno analizo stchastiZne konver-
gence sedmih metod za ocenjevanje parametrov, Stiri izmed njih (me-—
toda najmanidih kvadratov, metoda pomo¥nih spremenljivk, razSirjena
metoda najmanjZih kvadratov in metoda najvelje podobnosti) 50 meto-
de s posploZenim pogredkom in tri (s fiksnim kompenzatorjem, z na-
stavliivim kompenzatorjem in z raz3irjenim modelom) metode z izhod~
nim pogredkom. Pri-analizi je uporabljena metoda navadnih diferenci-
alnih enacb (ODE) in Martingaleov konvergen&ni teorem. Podana je pri-
merjava metod glede na potrebne predpostavke.

ABSTRACT - Four generalized error recursive parameter estimation
methods (least squares, instrumental variables, extended least squa-
res, maximum likelihood) and three output error methods (fixed com-
pensator, adjustable compensator, extended estimation model) are
compared and analysed for the stochastic case using the ODE (Ordi-
nary Differential Equation} method. Additionally, an alternative
analysis method using martingale theory is discussed and compared
with the ODE method with respect to the assumptions necessary for
the convergence proofs.

1. uvoDp

v éadnjem desetletju se je pojavilo precejdnje Htevilo metod za
ocenjevanje parametrov. Prifujofi #lanek obravnava sedem izmed njih
iﬁ jih primerja analiti¢no z metodo navadnih diferencialnih enacbh
(ODE} [6,7] in z Martingaleovim konvergencnim tecremom (MGCT) in si-
cer: metodo najmanjsih kvadratov (RLS), metodo pomoZnih spremenlijivk
(RIV) [15], raz¥irjeno metodo najmanj#ih kvadratov z apriori pogrel-
kom (RELS) [9,14] in z aposteriornim pogrefkom (AML) [16], metodo
najve&je podobnosti (RML) [1,10], metode izhodnega pogreska s fiksnim
kompenzatorjem (ROFC) [3,4]. in & spremenljivim kompenzatorjem (ROAC)
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[5] in metodo izhodnega pogrefka z raz#irjenim modelom (ROEM) [5],
ki je ekvivalenina metodi AﬁL. Vse metode so yporakliene zé razred
linearnih, €asovno diskretnih procesov z enim vhodom in erim izho-
dom, ki jih opisuje diferenfna enalba

y(k) = c(g M)ulk) +n (k) (1}

kKier je
-1 . ..=nb
byg “#...4tb A -d 2)

-1,
Glql = Ba L 9.

= pny pot g
Aty 1+a;q 1+...+anaq na

q-l je operator Tasovnega premika, d je diskretni zakasnitveni &as
in n(k} je izhodni 5um, ki ga dobimo iz originalnega ¥uma v(k) s
srednjo vrednostjo 0 in kon&no varianco po formuli

(k) = G, (q v k) (3)

Tabela I prikazuje modeliranje ¥umnega signala za posamezne metode

Hetodia S.tq ) | Ocemeni polinom’
LS 18" PO

RV t/alg 1) A, B

RELS pta~ /A 3. B, B

L Dig asalgT T i, 8 b

ROFC Al A B

ROKC 1/eig A B, &

ROEM Dig 1iatg™ ) . A, B, D
C(q—1)=]+c1q-‘+...«:ncq"m D(q—‘)whd‘q"h.. m,v.]"":l

Tabela I. Modeliranje Zuma

Fredpostavljamo, d& &0 poznane stopnje polinomov na, nb, nc, nd in
diskretni zakasnitveni &as 4.

2. ENOTEN OPIS METOD
Na osnovl enotnega opisa metod za RLS, RIV, RELS in RML [11] lah-

ko zapi¥emo vseh sedem metod z naslednjim, posploZenim algoritmom.

k) = 0=ty )RR g ()P (k) =

LY (k=1) 2 (k)€ (k) (4)
A (k) +y () XT (k) P (k=1) 9 (k)

H

8(k-1)
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-1 _ -1 T
P (k) =2 (k)P (k~T)+y(k) 2 (k)X (k)] (5)

O<A (k) <1 0<y{k) <2

oziroma z uporabo leme z& invertiranje matrik

Bk = (P(ko1) _1(k)E(k—1-JSI1(k)XT(k)E(k-1)] 1
My +y 0 XT ) p k-1 0 () A KD

(6}

Yk} predstavija utef aktualnih podatkov in A(k) faktor pozablja-—
nja preteklih podatkov v &asu k. Pomen é(k), ém(k), k), 2ik), X(k)
ine? (k) zavisi od uporabljene metode in je podan v tabeli ITI, kjer
sta a“priorni in a‘posteriorni pogreSek podana z enafbama

e®(k) = y 0 -yO (k) = y(i-g" ()8, (k=1)

(7)

e (k) y(k)=y” ()8 (k)

1

y(k)—ym(k)

Model procesza (1), (2} in (3) lahko s pomo&jo tabele I prepiSemo v
naslednjo obliko

yik) = Eg(k)go*'v(k) (8)

kjer je @, vektor procesnih parametrov in vektor ¥} ekvivalenten
vektorju ¥k}, le da so pogrelki e(k) zamenjani z dejangkim ¥umom
vik).

3. ANALIZA Z METODO ODE

Ideja metodé ODE [6,7] je prirediti diferen&nima enadbama (4)
in (5) dve diferencialni enafbi, katerih stabilncostne lastnosti vse-
bujejo vse potrebne informacije o kenvergenci ofiginalnih diferend-
nih enab. Pri tem je potrebno vpeljati

R(k) = & P71 () (9)

in naslednjih pet predpostavk.

),

predpostavka 1: -1 kK (10}
@ §

predpostavka 2: I (.']’_(k}_c_).) < w;ir
k=1

predpostavka 3: Alk) = 1

predpostavka 4: Rk} > O (pozitivne definitna)
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predpostavka 5: proces in ocenjeni model (vsaj za k =) sta
stabilna)

Podrobna razlaga teh predpostavk je podana v literaturi [8]. pri-

rejeni diferencialni enacbi sta:

é% elo) = R () E(g(k,0)ek,0)) (1)
é%'B(T) = E{i(k,g)gT(k,g)}_B(T) (12)
kijer pomeni T ypeljavo stacionarnih procesov (procesov, ki bi bili

dobljeni pri fiksnem vektorju ©). Taks#ni procesi obstajajo zaradi
predpostavke 5.

Asimptoti&na stabilnost sistema (11)},(12) pogojuje konvergenco
z verjetnostjo 1 sistema (4), (5) in stabilne stacionarne totke di-
ferencialnih enalb so edine moZne konvergen&ne tofke pripadajo¢ih
stohasti®nih diferennih enadb [6] .

e definiramo

e=96 -8 (13)

lahko s pomoijo tabele IL zapifemo pogredek veeh meteod v naslednii
obliki [8]

Bk, 2) = Tk, 0) AHV (k) (14)

kjer je H(q—l) podan v tabeli III in
{15a)

Mefocky | RLS | RIV| RELS RML ROFC ROAC ROEM

- - - -1 -1 - -1 -1
w0 |1 foe ™ [pTh [l VAW et Watg™h | 1780 )

Tabela ITII. Definicija H(q’l) za posamezne metode

Diferencialni enaZbi (11) in (12} Jje potrebno analizirati glede na:
2) stacionarne todke (— moZne konvergendne tolke)

B} lckalno stabilnost {-= lokalne konvergendne lastnostl)

¢) globalno stabilnos & (-~ globalne konvergenéne lastnosti)

. a _
a) Stacionarne toke (11) in (12) so definirane z g7 (1) = &
é% R{T} = Q. oziroma

g* = go+£E{§(k.@?)@F(k,g*)}J"E{E(k.gf)v(k)} = o_+bias (16)

— - k3
e vstavimo g(k.ga) (tabela II) in ﬂF(krg ) (15 in tabela III), dobimo
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konvergenéne lastnesti, ki so podane v tabeli IV,

Metodo Pristranskast (bios) o basa de
RLS LE{T (k) 5T 4k }17] E{T (k) vik}} vk} bef dum

- - - - - rekorelirGn
RIV Eelg (e, a%3  (xy 127" Efg Ok, 0% viny) 20L0% o g
o | R, e ETk,0M)117 Bk, oM v i ) viky Beli dum
RML LE{E (k, 0" L 06,87 3177 iy 0c,073vix)) vik)  bej Sum

- - — . - _
ROFC | [E(Bk, 0% 5, (k,0%) 117 ELF(k,0%)v (k) Ttk 27 ﬁzéf”
ROAC | {E{3ik,6%)50 (k,0%)17" BLZ 0k, 0% vk} viX) bef dum

Tabela IV. Stacionarne todke

b) Lokalno konvergenco raziskujemo z linearizacijo (11) in (12) okrog
stacionarnih todk =2 d_df Rit) =0

a * - - - - —
g (00 )= 1Blu tk, 8§  (x,0%) )1 1E{g(k,@_*}£§(k,g*) }oro-e%1=

-1 * %
= "My Myl0-67]opro-07 _ (17)

Analiza lokalne konvergence je mo¥na s pomodjo dveh teoremov [6],
ki pravita, da ima M vse lastne vrednosti v desni polravnini (17 Jje
stabilna),_&e_je M, pozitivno definitna simetriZna matrika in Ze sta
vektorja ¢ (k,0%) in ¥, (k,0%), ki tvorita matriko M, povezana preko
pozitivno realne prenosne funkcije H(z"l) (glej 15}. Lokalne konver-
gen&ne lastnosti podaja tabela V.

Pogail za lokalho

Matods ey s 5 " stabinost
RLS 1 .
RIV X . T
o - - -1
RELS = 137k, 0% 1Y Bluik,0®) 85 (k0" | /2™y P.R.
ROEM e{f{k,8%1%" ik, 6% vk, 8% Ba ik, 9 .
RML 1 T

» - - = -1 -1
roFc | LE(T0k, @M F 16,2117 BT, 01T 0,8M ) | ez i/atzTT) PR

-— - - P - ] - _1
ROAC | [E{Z(k,@*)3" (k, 0% 117 E{F(k, 600k, 8%) etz /ata ")

Tabela V. Lokalne konvergentne lastnosti (P.R. = poz.realen)

¢) Globalne konvergenfne lastnosti lahko razi%femo s pomodjo Liapuno-
ve funkcije

T (18)
V = AQ R(T)AG




02 njenega odvoda
d T . .
ar V= A (NR(T)) p g

kijer je
N = E@(kf@)i;(k,@)}+E{@F(k,g)f(k,@)}—E{_E_(k,ﬁ)f(k,g) (20)

(19)

Stacionarna tofka je globalno stabilna, de je [N+R(T)] pozitivno
definitna matrika, to je glede na teorem [6] e je h\h ©) X(k a3
in €e je prenosna funkcija (H(z ) 1/2) pozitivno realna. Tabela VI
pedaja globalne konvergendne lastnosti posameznih metod.

Metoda o }:‘7?12‘??.:}{':70\15‘? oo
RLS E{Y (0T (k) } : -
RIV BTk (k) } >

| Reus 4T (K, @3 (i, 8) }+E{T, 0, V" (k,0))-E{T (k01 5 (k, 01 ) (BTe=TF - 37 PR
ML, E{3 (k, 9) T (6, 0) 148 (g (x,0)37 (k, 0) -E{3 (%, 0057 (k, €1 2
ROFC | E{T(k, @ T 060 @) 1+E(T, (6, 0T (k,8) 1-E(T(x, )87 (k,0) geler) - 1,
ROAC | E{3 0k, @05 Uk, ) +E{R, (k, )3k, @) 1-Ei gk, 015 (k01 ] Sz - le

Tabela VI. Globalne konvergen®ne lastnosti posameznih. metod

4. ANALIZA 2 MARTINGALEOVIM TEOREMOM

Alternativno analizo omogoZa MGCT [2,12,13] s katerim je moZno
analizirati globalno konvergenco metod RIS, AML in ROFC. Pri analizi
uporabimo funkcijo

K
vi =80 27 Kagr2( g y(igipre®) (21)
kjer je .
in 02<°°; 0 < 51 << 1 : {22)
atk) = vTR)AB(K) = 1/H(g" ) e (k) —v (k)] (23)

Pl = el =v(k)~q(k} (14e ) /2 = [(g™ =T (1+e 1] qx) (24)

z uporabo enafdb (5) in (6} dobimo naslednjo xekurzijo za V(k}:

- - 2
EREL (k=17 <GEL - T v T ag 012
rat oy oo 2Ly age (25)

kjer je O varianca 3uma v. Glede na MGCT mora biti V(k) pozitiven, kar
pogojuje 5

sLoyitlali)p(i) > —e%r-w (26)
t.3. pozitivna realnost prenosne funkcije (H(z J—(1+€1)/2). ki veZe
plk) in qg(k), primerjaj (24) in pogoj viki =z v{k-1) [2]
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MGCT pravi: fe je

co

2
r et GoR g (27)
k=1
potem je
® vik-1) . .
kiqiTizﬁjwcm z verjetnostio l.{z.v.1) (28)

oo
Xy Tk an k) 1< =
Kt =

k=1
in V(k)/k konvergira z.v.l k neki konini, nenegativni nakliuénli spre-
menliivki. Clede na omejenost vsote (28} z.v.l sledi {V(k=1) /{k-1)}-
- 0 z.v.l in posledi¥no V(k)/k —0 z.v.l. Konvergenca parametrov
@ 0 z,v.1 sledi iz enaftbe (21), Ze je

f.v.l (29}

lm (P 1K)/ k) >0 pozitivno definitna (30)
ke—c0

t.j., %e je izpoinjena predpostavka ODE 4. Le-ta jJe izpolnjena, Ce
jo proces identifikabilen in stalno vzbujan. e Jje proces stabilen
(predpostavka ODE 5), je pogeoj(30) izpolnjen, Ze je A(k) = 1 {(predpo-
stavka ODE 3) in Ze Yk} ne limitira k O (predposﬁavka ODE 1). Pod
temi pegoji limitira g?(k)g(k)ﬂ(k) k ni% s hitrostio l/k [12,13]
in pogoj (27) postane ekvivalenten predpostavki ODE 2 za 9= 2,

Ti rezultati se ujemajo 2z rezultati, ki smo jiﬁ dobili z ODE me-—
todo,. fe je =2 > 0 potem sledi iz omejenocsti vsote (29) =z.v.l konver-
genca @?(k)ﬁg(k)+o Zz.v.1l za k o0 in ker pozitivna realnost filtra
H(z“ll implicira njegovo stabilnost, sledi eik) -= vik) z.v.l (glej
23).

5. ZAKLJUCEK

Tz gornjih rezultatov sledi, da Jje metoda RLS najbolj uporabna
metoda glede na lokalne in globalne konvergentne lastnosti. Edina
slaba todka te wetode je pristranska ocena parametrov {kias), Ze vik)
ni beli Sum. Vse ostale metode skudaje eliminirati to pomanjkliivost
glede na (16) in sicer tako, da skuSajo narediti 9 (k,Q) neodvisen od
v(k) {(ROFC, RIV) ali pa s posploSevaniem Sumnega modela (RELS, ROEM,
EML) . To izbolijBanie glede na pristranskost pa ima za posledico po-
slab3anje konvergenénih 1astnosti: xonvergenca metod je zagotovljena
le, Ze ie izpolnjen doloen pogoj glede pozitivne realnosti {pgoja ni

mo# verificirati v naprej!). Metodi RIV in RML skuZata izloditi ta po-
“goj z dodatnim filtriranjem, ki uporablja ocenjene parametre namesto

vsravih. Ker pa ti parametfi sovpadajo le v bli¥ini nepristransko oce-
njene stacionarne 108ke, lahko zagotovita le lokalno konvergence, ne

pa globalne.




