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Abstract—U radu je analizirana dvoslojna gradevinska pregrada
poznatih toplotnih i fizickih Kkarakteristika i odreden je
temperaturski impulsni odziv na zadate grani¢ne uslove na
spoljasnjoj i unutrasnjoj povrsini. Odziv je odreden resavanjem
Furijeove jednaline za zadati problem u frekventnom domenu.
Temperaturski odziv u vremenskom domenu je dobijen
odredivanjem polova prenosne funkcije u frekventnom domenu.
Kljucne reci— Furijeova jednacina, provodenje toplote, impulsni
odziv.

1. Uvobp

Oko trecine proizvedene energije u svetu se trosi u oblasti
gradevinarstva [1], tako da politika uStede energije ima posebno
vazno mesto u ovoj oblasti. Problem ustede energije je veoma
aktuelan imaju¢i u vidu klimatske promene, koje vode ka
globalnom otopljavanju, topljenju ledenih pokrivaca i
narusavanju klime naSe planete sa brojnim negativnim
posledicama po ekonomiju i drustvo. Standardi za proracun
toplotnih performansi zgrada su bazirani na stacionarnim
modelima toplotnog provodenja i transporta vlage [2]. Medutim,
za pracenje i upravljanje toplotnim gubicima u realnom
vremenu, potrebno je razvijati modele toplotnog transporta u
nestacionarnom domenu.

U ovom radu je sprovedena analiza jedne dvoslojne
gradevinske pregrade, sacinjene od jednog noseceg i jednog
termoizolacionog sloja. Analiza je uradena u frekventnom
domenu, a rezultati su dati u vremenskom domenu, tj. izvedeni
su izrazi za temperatursko polje u svakom od slojeva.
Gradevinska pregrada se posmatra kao linearni sistem i odreden
je njen impulsni odziv na Dirakovu pobudu temperaturom.

II. MODEL PROVODENJA TOPLOTE KROZ PREGRADU (ZID)

Provodenje toplote kroz homogenu pregradu u pravcu normale
( x -ose) naCinjenu od materijala specificne toplote ¢ , toplotne

provodnosti A i gustine o je dato Furijeovom nestacionarnom
jednadinom:

() _ » *T(x,1)

, 9]
o o’

Autori se zahvaljuju Ministarstvu prosvete, nauke i tehnoloskog razvoja
Republike Srbije na finansijskoj podrsci za istrazivanja kroz Ugovor br. 451-03-
136/2025-03/200012.

ISBN 978-86-6200-032-3 ©2025 AM & ETRAN
https://doi.org/10.69994/69E25073

ORCID 0000-0002-4336-1813

of Architecture, Design, and Civil
Engineering, Toessfeldstrasse 11, 8401
Winterthur, Switzerland
zjovanovic@grf.bg.ac.rs
ORCID 0000-0001-9555-598

gdesu: @ = A/ pc i T(x,t)-temperatursko polje pregrade. Primenom
(1) na dvoslojni zid na Sl. 1 imamo:

TL(xat) TD(xat)
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—=» —>
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Sl. 1 Dvosojna gradevinska pregrada.

2
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uz grani¢ne uslove za temperature i toplotne flukseve na povr§inama
zidai x=0,

TLl(x:—d],t):§(t), TDl(x:dz,t):O, 4
TLl(x:O,t):TDl(xzo,t), &)
or (x=0,1) o (x=0,¢)
y) Ll =1 D1 , (6)
1 ox 2 ox

gde je o(¢t) -Dirakova impulsna funkcija. U frekventnom
domenu, (2) i (3) kao i grani¢ni uslovi (4), (5) 1 (6) glase:

o’ (x,5)
L—alsTLl(x,s):O, ~d, <x<0,
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°T (x,5) )
— DL AT (x,5)=0,0<x<d,, (®)
2 27 DI
Ox
TLl(xzfdl,s):l, TDl(xzdz,s)zo, )
TLl(x:O,s):TDl(xzo,s), (10)
oT (x=0,s) oT (x=0,s)
2, —4 =, 2 . (11)
1 Ox 2 Ox
Opste resenje sistema jednacina (7) i (8) je:
asx  —asx
T (x,s)=Ade ! +Be ', (12)
L1 1 1
a sy —a s
T (x,s)=Ae ? +Be 2 . (13)
D1 2 2

Kompleksne koeficijente 4;, 4,,B; i B, mozemo odrediti iz

grani¢nih uslova (9), (10) i (11) za Ty (x,s) i Tp(x,s):

—oyd d
e “ 1JEA1 +eOl1 IJE

x=-d, B =1, (14)
x=0, A+B =4,+8B,, (15)
ardy

4 -B = (Az —Bz)a (16)
a1
d —a dyAs
x=d2, 2 2~/5A2+e 22 By =0. 17

Resenje sistema jednacina (14)-(17) glasi:

(alxllsh(azdz Js) - a i chiad, Vs ))/ 2

4 = )
U gy dych(aydy Vs )sh(aydas) + ay doch(aydy s )sh(aydis)
(18)
. (alﬂlsh(a2d2\/;)+a212ch(a2d2\/;))/2
U g Ay ch(ond, Vs )sh(aydaNs) + aydych(aydy s )sh(adys)
(19)
4 = -
2 aeh(agd )Y ) 4 ahsh(ad, V)2 )
(20)
a.d \/;
5 - ade 22 /2
2 g dych(eydi s )sh(aydy\s) + aydych(ayds s )sh(aydi\s)
21)
Potrazimo resenja (7) i (8) uz izmenjen granicni uslov (9), tj.
TLl(xz—dl,s):O, TDl(x:dz’S):l' (22)
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U ovom slucaju resenja su:

a\/;x —a \sx
TLz(x,s)zCle ! +De !

1 : (23)

a\/;x -a \/;x
+De 2 .

_ 2
TD2 (x,8) = Cze (24)

2
Primenom grani¢nih uslova (22), (10) i (11) za koeficijente C1 ,

D ,C_, D_dobijamo:
17727 T

ad\/;
11 /2
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C = 9
U g Ay ch(aydi s )sh(aydyNs) + aydpch(aydys)sh(aydys)
(25)
D = -yl
Yo ysh(ayd, Sy 2ad s Ly, ayipch(ayd, Jye2ads _y)
(26)
(a Ach(ad \s)+a i shad \/E))/z
C 11 11 2 2 11 ’(27)

2 gy dych(ed Vs )sh(agdy\s) + aydochiardys)sh(aydy s)

_ (az/lzsh(aldl \/;) - 0:1/11ch(051d1 \/;))/ 2
2 oA ch(ayd, \/;)sh(a2d2 \/;) + ayych(ayd, \/;)sh(aldl \/;) .
(28)

D

Superpozicijom resenja TL1(x’s)’ TLz(x’s) i reSenja TD1 (x,5),

TDz(x’S) dobijamo temperaturska polja u slojevima u s

domenu:

o Alsx

T =T T =de ! B
1(x,s) Ll(x,s)+ Lz(“) e +

a sx

T =T T = 2
L) =T (x$) 4T (x.5) = Ce

e ,(29)

—a \sx
e 2 ,(3

+ D,

0)
gdCSU,A=A1+C1, B:B1+Dl’ C:A2+C2, D:Bz+D2.

Odgovaraju¢i impulsni odzivi u vremenskom domenu se
dobijaju primenom inverzne Laplasove transformacije uz
poznavanje polova kompleksnih funkcija A, B, C i D. Ove
funkcije predstavljaju Greenove funkcije (GF) za posmatranu
planarnu strukturu. PoSto su kompleksne funkcije u imeniocima
izraza za A, B, C i D transcedentalne, nule ovih izraza, koje
predstavljaju trazene polove, mogu se nac¢i numeri¢kim putem.
Analiticke izraze moguce je pronati samo u slucaju
jednoslojnog zida [3]. Broj polova je beskonaéan i svi su realni
i negativni, Sto garantuje da su GF uvek opadajuce funkcije u
vremenu. Takode, dodatnom analizom se moze utvrditi da su
GF i pozitivne funkcije vremena i prostorne koordinate [4]. Do
istog zakljucka se dolazi i fiziCkom analizom samog procesa, jer
posle pocetnog zagrevanja impulsnom pobudom, posmatrana
struktura mora da se postepeno hladi. Temperaturska raspodela,
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unutar posmatrane dvoslojne strukture u vremenskom domenu,
dobija se linearnom kombinacijom konvolucionih integrala
dobijenih GF i odgovaraju¢ih temperaturskih varijacija vazduha
sa unutra$nje i spoljasnje strane zida.

III. NUMERICKO IZRACUNAVANJE TEMPERATURSKOG POLJA

Model temperaturskog polja dobijen u prethodnom poglavlju
¢emo primeniti na gradevinski zid od betona i kamene vune,
¢ije su fizicke 1 toplotne karakteristike date u Tabeli I:

TABELA 1. TOPLOTNE I FIZICKE KARAKTERISTIKE MATERIJALA ZIDOVA

p c A d
[kg/m’] | [I/kgK] [W/mK] [m]
beton 2100 960 2 0,3
kamena vuna 50 1000 0,04 0,12

Razmatran je slucaj, koji odgovara temperaturskoj impulsnoj
pobudi na spoljasnjim stranama zida, pri ¢emu su temperature
zadate Dirakovim funkcijama. Polovi dobijenih temperaturskih
raspodela u kompleksnom domenu su dobijeni numeri¢kim
putem, dok su GF u vremenskom domenu dobijene koris¢enjem
inverzne Laplasove transformacije. Prva Cetiri pola su data u
Tabeli II, kao i odgovaraju¢a karakteristicna vremena.
Karakteristicna vremena su jednaka recipro¢nim vrednostima
polova.

Na SI. 2 je prikazana vremenska zavisnost GF za impulsnu
temperatursku pobudu na povrsini zida sa leve strane (Sl. 1 sloj
sa betonom) na mestima Cije je rastojanje od leve povrSine zida
jednako x=5, 10 i 25 cm. Sa slike se vidi da su GF pozitivne i
da usled impulsne pobude u poc¢etnom trenutku imaju nagli
porast i da posle toga postepeno opadaju, odnosno uzorak se
posle poéetnog temperaturskog porasta postepeno hladi. Takode
uocavamo da GF, koja je bliza levoj povrsini sa koje dolazi
temperaturska pobuda, u pocetnim trenucima ima znatno vecu
vrednost od GF za pozicije koje su udaljenije od leve povrSine.
Vrednost temperature zida u pocetnom trenutku je 0K.

TABELA II. PRVA CETIRI POLA I KARAKTERISTICNA VREMENA ZA
POSMATRANU DVOSLOJNU STRUKTURU

pol 10*[1/s]

Kar. vreme [h]

-0,0789
35,2

-1,266
2,19

443
0,627

-5,55
0,51

Na SI. 3 je prikazana vremenska zavisnost GF za impulsnu
temperatursku pobudu u grani¢nom sloju vazduha sa desne
strane zida (Sl. 1, sloj sa kamenom vunom) na mestima, ¢ije je
rastojanje od leve povrsine zida jednako x= 25,23 121 cm. Sve
tri tacke kao i u prethodnom sluc¢aju se nalaze u sloju sa
betonom. Za koeficijente prelaza toplote su usvojene iste
vrednosti. U ovom slucéaju, vazi slicna analiza, ali su vrednosti
GF znatno manje, zbog toga S§to je sloj betonom toplotno
izolovan sa desne strane, tako da termicka pobuda sa te strane
znatno manje prodire u sloj betona.

\ g4(x,t) [1/s]
’ =5 [cm]
8.0x10° 1 X
X i x =10 [em]
] x =25 [cm]
6.0x105 4
T i
S 4.0x10%
2.0x10°° 4
0.0 T T
0 10 20 30 40
vreme [h]

Sl. 2 Greenova funkcija g(t) u vremenskom domenu za dvoslojnu gradevinsku
pregradu za razli¢ita rastojanja od leve povrsine zida: 5, 10125 cm . Usvojeni
su fizi¢ki parametri materijala iz Tabele 1.

Na SI. 4 je prikazana raspodela GF unutar posmatrane dvoslojne
gradevinske strukture za impulsnu temperatursku pobudu u
grani¢nom sloju vazduha sa leve strane za razliite vremenske
trenutke. Sa slike se vidi da se “temperaturski impuls”
postepeno difuziono prostire kroz celu strukturu, dok se u isto
vreme cela struktura postepeno hladi. Sve GF na spoljasnjim
povr§inama, u vremenskim trenucima t >0, su jednake nuli,
zbog toga $to su temperature spoljasnjih povrSina identic¢ki
jednake nuli posle prestanka dejstva impulsne pobude. Takode
uocavamo da je GF na razdvojnoj povrSini, na rastojanju 0,3 m
od leve strane posmatrane strukture, neprekidna funkcija, dok
su joj prvi izvodi na razdvojnoj povrsini prekidne funkcije. Ovo
je posledica grani¢nih uslova na razdvojnoj povrsini izmedu
slojeva, koji su dati relacijama (5) i (6).

g(x,t) [1/s]
x =5 [cm]
2.0x10'6—! x =10 [cm]
g- ——x=25[cm]
Q ;
=) 140x10'5—I:
0.0 T T T
0 10 20 30 40
vreme [h]

Sl. 3 Greenova funkcija gy(t) u vremenskom domenu za dvoslojnu gradevinsku
pregradu za razlicita rastojanja od leve povrsine zida: 25,23 121 cm. Usvojeni
su fizi¢ki parametri materijala iz Tabele 1.

Na slikama 5 i 6, prikazana je raspodela GF unutar posmatrane
dvoslojne strukture u sluc¢aju temperaturske impulsne pobude u
graniénom sloju vazduha sa desne strane u razliitim
vremenskim trenucima. I za ovaj slucaj, vazi sli¢na analiza kao



i u prethodnom. Takode, se moze uo€iti da su nominalne
vrednosti GF unutar zida za impulsnu pobudu sa desne strane
zida, zbog prisustva termicke izolacije, znatno manje u odnosu
na GF za slu¢aj pobude sa leve strane. I u ovom slucaju GF je
neprekidna na razdvojnoj povrsini izmedu slojeva.

6.0x10°°
g4(x,1) [1/8]
——t=12[h]—t=241h]
——t=361hn] t=4,8[h]
t=61[h]
4.0x107
0
X
o
2.0x10°° 4
0.0 T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
x [m]

S1. 4 Greenova funkcije g;(x) unutar dvoslojne gradevinske pregrade u razli¢itim
vremenskim trenucima. Usvojeni su fizi¢ki parametri materijala iz Tabele 1.

[
9,(x,1) [1/8]
t=1,2[h]
_ 0 t=241h]
2 t=3,6[h]
=
2 2x10% 4
/ i
1x107 j X‘?‘
/ !
.
0 T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

x [m])

SL. 5 Greenova funkcije g,(x) unutar dvoslojne gradevinsku pregradu u
razli¢itim vremenskim trenucima: 1,2[h] ,2,4[h] i 3,6[h] od pobude. Usvojeni
su fizi¢ki parametri materijala iz Tabele 1.
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1.0x10® T
ga(x,t) [1/s]
t=3,6[h]
8.0x107 41— t=4,8 [h]
——t=6[h]
& 6.0x107
=
S 4.0x107 -
2.0x107 4
0.0 T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

x [x]

S1. 6 Greenova funkcije g;(x) unutar dvoslojne gradevinske pregrade u razli¢itim
vremenskim trenucima: 3,6[h], 4,8[h] i 6[h] od pobude. Usvojeni su fizic¢ki
parametri materijala iz Tabele 1.

IV. ZAKLJUCAK

U radu je analizirano nestacionarno temperatursko polje jedne
dvoslojne planarne gradevinske pregrade. ReSavana je
Furijeova jednaCina nestacionarnog provodenja toplote kroz
pregradu u frekventnom domenu, uz impulsnu temperatursku
pobudu sa obe strane zida. Polovi kompleksnih Greenovih
funkcija temperature su odredeni numerickim putem, a
inverznom Laplacovom transformacijom temperaturska polja u
vremenskom domenu. U radu su prikazane Greenove funkcije
unutar zida na razli¢itim mestima i u razli¢itim trenucima.

LITERATURA

[1] Key World Energy Statistics, International Energy Agency; 2015.
[2] Pravilnik o energetskoj efikasnosti zgrada, Sluzbeni glasnik RS: 061/2011.

[3] G.Todorovi¢,"Dinamicke toplotne karakteristike homogenih gradevinskih
pregrada", Zbornik radova LXVIII nacionalne konferencije ETRAN, PS-
TP112, Nis. 2024.

[4] Todorovi¢, G., Gospavié, R., "Fizicko modelovanje i in-situ merenja
transporta toplote kroz viSeslojne spoljasnje gradevinske zidove",
monografija, "Materijali i konstrukcije u savremenom gradevinartstvu",
Gradevinski fakultet Univerziteta u Beogradu, 2022.

ABSTRACT

In this paper, a thermal impulse response of the partition with two
layers was determined based on specified boundary conditions on the
external and internal surfaces. The response was obtained by solving
Fourier's equation for the given problem in both the frequency and time
domains. Based on these solutions, the temperature fields of
construction partitions were determined.

TEMPERATURE IMPULS RESPONCE OF THE TWO
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