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Abstract— Razmatran je transport toplote kroz viSeslojne
planarne strukture sa proizvoljnim brojem slojeva u
nestacionarnom sluc¢aju. Pri analizi su KoriSéeni pristupi
bazirani na elektricnim analogijama, odnosno ekvivalentnom
RC kolu i analiti¢ki metod baziran na Green-ovim funkcijama.
U vremenskom domenu je razmatran impulsni odziv na Dirac-
ovu temperatursku pobudi na spolja$njim povrSinama
strukture. Dobijeni rezultati, koris¢enjem dva razli¢ita metoda,
su poredeni u vremenskom domenu pomocu odgovarajuéih
Green-ovih funkcija dobijenih analitickim putem i analizom
odgovarajuceg ekvivalentnog RC kola. U kompleksnom domenu,
analizirani su kruZni dijagrami, odnosno hodogrami prenosne
funkcije sistema, dobijeni koriS¢enjem ekvivalentnog RC Kkola.

Kljucne re¢i— transport toplote, elektricne analogije, Green-
ova funkcija, viSeslojne planarne strukture, impulsni odziv

I. Uvob

Analiza nestacionarnog transporta toplote i dufuzionih
procesa u viSeslojnim planarnim strukturama je od velikog
znacaja u mnogim inZenjerskim i tehnoloskim disciplinama
[1]. Ovi procesi su intenzivno razmatrani i analizirani za
viSeslojne strukture planarne, cilindri¢ne i sferne geometrije i
imaju primenu u mnogim oblastima tehnologije, industrije,
gradevinarstva i elektrotehnike [2]. Pored toga, problemi iz ove
oblasti su veoma aktuelni, imajuéu u vidu klimatske promene,
kao 1 politiku energetske uStede i energetske efikasnosti [3].
Potrosnja energije u gradevinskim objektima, zajedno sa
enormnim porastom svetske populacije ima znacajan uticaj na
okolinu, ekonomiju i ukupan energetski sektor [4]. Termalne
performanse viseslojnih struktura u termalnom omotacu
stambenih objekata, imaju presudan uticaj na energetsku
efikasnost gradevinskih objekata [5]. U realnim uslovima, pri
analizi toplotnih performansi gradevinskih objekata i
termickog omotaca zgrada, neophodno je uzeti u obzir
temperaturske varijacije okoline, odnosno analizu je
neophodno sprovesti u nestacionarnom rezimu [6]. Metode u
analizi ovih procesa su generalno bazirane na analizi u
vremenskom ili kompleksnom domenu. Pri analizi linearnih
sistema u raznim oblastima nauke, tehnologije i inzenjerskih
disciplina, Siroko se koriste metodi bazirani na impulsnom
odzivu (IO) ili Green-ovoj funkciji (GF) u vremenskom
domenu. U posmatranom slucaju GF predstavlja temperaturski
odziv na impulsnu pobudu, odnosno pobudu Dirac-ovom
funkcijom, na spolja$njim povr§inama posmatrane strukture.
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Uvodenjem pogodnih transformacija za temperatursku
raspodelu, primenom metoda razdvajanja promenljivih i
reSavanjem odgovarajuceg svojstvenog problema, moguce je
dobiti GF za viSeslojnu planarnu strukturu u analiticCkom
obliku za proizvoljan broj slojeva i za razliite grani¢ne uslove
[6]. Temperaturska raspodela u posmatranoj strukturi, koja
odgovara proizvoljnim temperaturskim varijacijama na
spoljasnjim povr§inama, dobija se koris¢enjem Duhamel-ovog
principa i konvolucionog integrala GF i temperaturskih
varijacija na spoljas$njim povrSinama [2,6,7]. Na ovaj nacin,
GF u potpunosti opisuje termicka svojstva posmatrane
viseslojne strukture u nestacionarnom rezimu. Sa druge strane,
analiza u kompleksnom domenu se zasniva na primeni
Laplace-ove ili Fourier-ove transformacije. U ovom slucaju,
dobijaju se temperaturske raspodele unutar posmatrane
strukture koje prestavljaju odzive na prosto-periodicne
temperaturske varijacije, na odredenim frekvencijama, na
spoljasnjim  povr§inama  posmatrane  strukture  [8].
Medunarodni standard ISO 13786 [9], u potpunosti opisuje
transport toplote kroz viSeslojnu planarnu strukturu u
ustaljenom prosto periodiénom rezimu, koris¢enjem transfer
funkcija TF u frekventnom domenu. Nedostatak ovog pristupa
se sastoji u tome, Sto se dobijene TF ne mogu direktno
konvertovati u vremenski domen u pogodnom analitickom
obliku. U analizi se koriste i metodi bazirani na kondukcionim
transfer funkcijama (Conduction Transfe Functions CTF),
kojima se znatno ubrzava konvergencija dobijenih numerickih
reSenja za temperatursku raspodelu [10]. Ovaj metod je veoma
pogodan za proraun i procenu temperaturske raspodele i
toplotnih flukseva u viSeslojnoj strukturi u nestacionarnim
uslovima uz direktno koriS¢enje temperaturskih merenja
vazduha, u diskretnim vremenskim trenucima, na spoljasnjim
povrSinama posmatrane strukture [10, 11]. CTF zavise samo
od geometrijskih, fizickih i termalnih parametara posmatrane
strukture 1 u potpunosti opisuju transfer toplote, kroz
posmatranu strukturu u nestacionarnom slucaju [11].

U ovom radu, analiziran je transfer toplote kroz viseslojnu
gradevinsku pregradu i nestacionarnom rezimu koris¢enjem
elektricnih analogija i odgovaraju¢eg RC kola [12,13]. Analiza
je sprovedena u kompleksnom domenu i dobijene su
kompleksne transfer funkcije za temperatursku raspodelu u
posmatranoj strukturi. Kori§éeni su grani¢nu uslovi mesovitog
tipa (Robin-ovi grani¢ni uslovi), koji uklju¢uju temperaturske
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varijacije vazduha na spoljasnjim povrSinama razmetrane
pregrade. KoriS¢enjem inverzne Laplace-ove transformacije
dobijene su GF u vremenskom domenu. Dobijeni rezultati su
poredeni sa numeri¢kim rezultatima dobijenim koris¢enjem
analitickih izraza za GF.

II. MODEL PROVODENJA TOPLOTE KROZ PREGRADU (ZID)

Nestacionarno provodenje toplote kroz viseslojnu planarnu
strukturu se modeluje vremenski zavisnom parcijalnom
diferencijalnom jednac¢inom drugog reda, (Fourier-ovom
jednacinom) uz odgovarajuée grani¢ne i pocetne uslove, koja
je data slede¢om relacijom:

AT (xt) _ Ap  82Tp(xt)
9t  pnecn 0x2
X € [Xp_q,Xp],n=1,2,-,N;

(M

gde su T}, , pn, An 1 ¢, temperatura [K], gustina [kg/m?], termicka
provodnost [W/m-K] i specifi¢na toplota materijala [J/kg'K] u
n—tom sloju respektivno, dok je sa ¢ [s] oznaCeno vreme.
Gornja relacija opisuje transport toplote u - tom sloju. Takode
je pretpostavljeno da su svi termicki i fizicki parametri
materijala u svakom sloju konstantni, odnosno da je cela
struktura homogen sloj po sloj. Sematski prikaz razmatrane
viSeslojne strukture sa geometrijskim dimenzijama, fizickim
parametrima temperaturskim raspodelama u pojedinim
slojevima i orijentacijom koordinatnog sistema je prikazan na
Slici 1. U daljim razmatranjima, pretpostavicemo da se leva i
desna povrsina viSeslojna pregrade na Slici 1 nalaze sa
unutrasnje i spoljasnje strane, respektivno. Provodenje toplote
se odvija isklju¢ivo u pravcu x ose.

T,(x.0) T,(x,1) Tu(xt)
Ap Py Ci| A2 P2 G, An Pps Cy
P d1 P d2 q < d’\’ I
o >
X
al L Ll

Sl. 1 Viseslojni pregradni zid, sa geometrijskim dimenzijama, fizickim
parametrima i temperaturskim raspodelama u pojedinim slojevima

Unutar same strukture i na spolja$njim povrSinama su usvojeni
slede¢i pocetni i grani¢ni uslovi, respektivno:

T,(x,t =0) =Ty(x),x € [xp_, x,,n=12,+,N
ATy (x,0)
ay - (T, () — Ty (x, )| x=0) = =41 - laj lx=0, ?2)
TN (x t
ay - (TN(x, t)|x:L - Ts(t)) =—Ay- I;ix ) [y

gde su: Tj(x) temperaturska raspodela u pocetnom trenutku
t=0, Tu(t) 1 Ty(t) temperaturske varijacije vazduha u grani¢cnom
sloju sa unutraSnje i spoljasnje strane pregrade, redom.
Parametri o; i a; [W/m?-K] predstavljaju koeficijente prelaza
toplote u grani¢nim slojevima sa unutrasnje i spoljasnje strane

pregrade, respektivno. Na osnovu nacionalnog standarda
SRPS EN ISO 6946, za numeric¢ke vrednosti ovih parametara
sa unutrasnje i spoljasnje strane su usvojene vrednosti od 7,69
i 25 [W/m?-K], respektivno. Ako su termalni kontakti izmedu
pojedinih slojeva u posmatranoj strukturi idealni temperature i
termicki fluksevi na spojevima izmedu pojedinih materijala su
jednaki. U tom sluc¢aju na kontaktu izmedu n-tog i n+1-og sloja
vaze sledece relacije:

T, (x, t)lx:xn =Th1(x, t)lx:xn:

RLTCI R B L E=1C.20)
ax x=xn — ‘‘n+1 ax

1, ©)

|x=xn-

GF za problem definisan relacijom (1)-(3) predstavljaju odzive
na temperaturske pobude date Dirac-ovom funkcijom
(impulsna pobuda) u grani¢nom sloju sa unutrasnje i spoljasnje
strane pregrade. Za gornji problem GF, su date slede¢im
analitickim izrazima [8]:

16 t) = A,(x) - 8() + TFS BE - wyy - pi(x) e B
G2(x,8) = Ay(x) - 8(8) + TiS BE - way - pi(x) - e7FiE,

gde su g; i g2 GF koje odgovaraju impulsnoj pobudi sa
unutras$nje i spoljasnje strane pregrade respektivno, J(?) je
Dirac-ova delta funkcija, f; i ¢; su svojstvene vrednosti i
svojstvene funkcije, respektivno, dobijene reSavanjem
odgovarajuéeg svojstvenog problema (Sturm-Liouvil-ovog
problem). Veli¢ine 4; 1w »; su date sledeéim relacijama [8]:

4, x) = fi,2 (x) — ?/:1 ¢i(x) - W1,2,i
Wi2i = (f1,2'¢i) = Yn-1 f;:_l fr2)pncndi(V)dy,

gde su f; »(x) pomoéne funkcije, dok veli¢ine w; »; predstavljaju
Fourier-ove koeficijente u razvoju pomo¢nih funkcija po
svojstvenim funkcijama ¢;. Provodenje toplote kroz tanki sloj
unutar k-tog sloja materijala debljine 4x moguce je modelovati
ekvivalentnim RC kolom kori$¢enjem elektri¢nih analogija za
temperaturu i termicki fluks, $to je Sematski prikazano na Slici
2 [14,15].

4)

®)

Q Q
T
RT/2 l Qc RT/2

C, ——
Ak, Pk, Ck
Ax —

Sl. 2 Sematski prikaz ekvivalentnog RC kola za tanki sloj koji se nalazi u k-
tom sloju materijala debljine 4x dobijen kori§¢enjem elektricne analogije za
temperaturu i termicki fluks

Termicki i fizicki parametri materijala k-tog sloja unutar koga
se nalazi tanki sloj, termicka provodnost, gustina i specificna
toplota, su na slici oznaCeni sa A, pi, cx respektivno.
Provodenje toplote u posmatranom sloju moze da se modeluje
slede¢im relacijama [14. 15]:



aT

Qc:S'P'C’AX'E=Q1_Q2;
= 90T T 5 30T o T T2,
Ql__AaSNR_T!QZ_ AaxS'VR_T! (6)
2 2
dr

CTE:QI_QZ = Qs

gde su O; i O, toplotni fluksevi sa leve i desne strane
posmatranog sloja, Q. je razlika flukseva Q; i Q> , toplotni
fluks Q. odgovara toploti u jedinici vremena kojom se
posmatrani sloj zagreva ili hlad. Temperature 77, 721 T su
temperature neposredno sa leve i desne strane i u sredini
posmatranog tankog sloja respektivno. Velic¢ine Ry [K/W] i Cr
[J/K] su termalna otpornost i termalna kapacitivnost
posmatranog tankog sloja i date su slede¢om relacijom [14,
15]:
Ax

Rr=m;cr=5'Pk‘5k'AX.

(N

gde je S je povrsina poprecnog preseka pregrade. Potrebno je
napomenuti da ova veli¢ina figuriSe i na levoj i na desnoj strani
u prvoj i zadnjoj relaciji u (6), tako da njena brojna vrednost
ne utiCe na rezultate analize i moZe se usvojiti da je S= 1m?.

Zadnja relacija u (6) je analogna relaciji koja opisuje punjenje
i praznjenje kondenzatora kapacitivnosti Ct. Na ovaj nacin je
moguée uspostaviti analogiju izmedu provodenja toplote u
tankom sloju i elektricnog RC kola, gde temperatura odgovara
elektriénom naponu, a termicki fluks elektri¢noj struji. Treba
napomenuti da je termicka otpornost celog tankog sloja,
podeljena na dva jednaka dela i da su otpornosti R7/2
postavljene simetri¢no u odnosu na kondenzator Cr. Shodno
gornjim razmatranjima, cela viSeslojna struktura pregradnog
zida, moze da se izdeli na niz od M tankih slojeva i na taj nacin
se formira ekvivalentno RC kolo, prikazano na Slici 3, kojim
se modeluje transport toplote u posmatranom zidu.

TU(S) R Tl(s) Rzt T,(s) TM(S) Rivm Ts(s)
T F e
o c, , .. Q)

S1. 3 Ekvivalentno RC kolo, kojim se modeluje transport toplote kroz
viseslojnu pregradu

Sve veli¢ine prikazane na gornjoj slici su izraZzene u
kompleksnom domenu primenom Laplace-ove
transformacije. Temperature 7.(s) i Ty(s) su temperature
vazduha u grani¢nom sloju sa unutrasnje i spoljasnje strane,
respektivno i one predstavljaju spoljasnje pobude, dok
veli¢ine Qu(s) 1 QOs(s) predstavljaju termicke flukseve na
unutras$njoj i spoljasnjoj povrsini zida respektivno.

Svakom tankom sloju, odgovara jedan RC element prikazan
na Slici 2, tako da je broj kondenzatora u ekvivalentnom kolu
jednak broju tankih slojeva. Kondenzatori u posmatranom RC
kolu, brojno su ekvivalentni termalnim kapacitivnostima
pojedinih tankih slojeva. Cvorovi 1,2,...,M u ekvivalentnom
RC kolu sa Slike 3, u kojima su vezani kondenzatori
ekvivalentni su tackama u sredini tankih slojeva, tako da

elektricni naponi u ¢vorovima ekvivalentnog RC kola
odgovaraju temperaturama u tackama, Cije se x-koordinate
nalaze na sredini odgovarajuéeg tankog sloja. Ove
temperature na slici 3 su oznalene sa Ti(s), ..., Tu(s).
Termicke otpornosti izmedu pojedinih kapacitivnosti u
ekvivalentnom RC kolu, brojno su jednake zbiru termickih
otpornosti iz susednih RC elemenata, tako da vaze sledece
relacije:

__ Rr1 i _ Rra | RT1, .
Rri1 ==+ Rray; Rriz =7+ 75 5
Rrpm 1 (8)

Rrum = > + Rraz; Rraa2 = @25’

gde su Ry, termalne otpornosti koje odgovaraju grani¢nim
slojevima vazduha sa desne i leve strane posmatrane strukture
respektivno. Debljine pojedinih tankih slojeva, odreduju
prostornu diskretizaciju posmatrane strukture i u opStem
slucaju ova diskretizacija nije uniformna. Primenom metoda
potencijala ¢vorova, dobija se slede¢i sistem od M linearnih
jednacina po M nepoznatih temperatura 75(s), ..., Tu(s) u
kompleksnom domenu koji ukljuéuje pocetne uslove i

pobude:

A(s) - T(s) = B(s), ®

gde su vektori 7(s) i B(s) dati slede¢im relacijama:

T(s) = [Ty(s),, Ty ()"
B(s) = [Ty(s) + 71 - T1(0%), 75 - T,(0%), -+, Ts(s) + 7y - Ty (09)]7,
Ty = Rpyy €y, T2 = Ryoz * Cro, o, Ty = Reyy * Cry
(10)

gde su Ty(0"), ... , Tm(0") poCetne temperature u trenucima
t=0*, u vremenskom domenu, u svakom od ¢&vorova
ekvivalentnog RC kola i 1,..., Tv su vremenske konstante za
odgovarajuce tanke slojeve. Matrica A(s), dimenzija MxM, je
funkcija kompleksne varijable s i data je slede¢im izrazom:

Tk +1,0s —ky 0 0
—k, 1+ky+1y0s -1 0
0 Koy 1+ky g +Tyycs -1
[ o 0 —ky 14k + 7y s
(11)
gde su konstante ki,..., km date slede¢im relacijama:
R R R
kl — T11 , 1 — T23 Lo y= TMM . (12)
RT12 RT12 RTM-1M

ReSavajuci linearni sistem dat relacijom (9), dobijaju se
nepoznate temperature 7(s) u kompleksnom domenu. U
opStem  slucaju, primenom inverzna  Laplace-ove
transformacije dobijaju se nepoznate temperature u
vremenskom domenu, date slede¢om formalnom relacijom.

T(t) = LHT()} = L7{a7(s) B(s)},
T(t) = [Ty(0),, T (O],

gde su Ty(1), ..., Tu(t) temperature u vremenskom domenu u
¢vorovima 1,2,...,M ekvivalentnog RC kola sa slike 3. U
reSenju, za temperatursku raspodelu u vremenskom domenu,
datom izrazom (13) wukljueni su 1 pocetni uslovi
(temperaturska raspodela u pocetnom trenutku) i spoljasnje

(13)
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pobude, odnosno temperaturske varijacije vazduha u
grani¢nom sloju na spolja$njim povrSinama zida.

Da bismo dobili GF za posmatrano ekvivalentno RC kolo
potrebno je usvojiti da su sve pocetne vrednosti temperature
T,(0%), ... , Tm(0") jednake nuli, kao i da je jedna od pobuda
jednaka Dirac-ovoj delta funkciji (jednaka 1 u kompleksnom
domenu), a druga pobuda jednaka nuli. Na taj nacin, za svaki
¢vor ekvivalentnog RC kola, dobijamo dve GF, gi(x;t) i
2)(x;,t) koje korespondiraju impulsnim pobudama sa
unutrasnje i spoljasnje strane zida, respektivno. Pri tome
prostorne koordinate x; (j=1,2,...,M), odgovaraju ¢vorovima
1,2,...,M ckvivalentnog RC kola. GF g;,, date su slede¢im
relacijama:

—vM 1; L Gials) .
g,(x;,t) = Zi=1lLITS’1i(S =) qauaey eXPGi D),

14)
. Cim(sp) (
9,(x;t) = i lim(s — 5 - 55 - exp(si - ),

gde su kompleksne funkcije Cj; kofaktori matrice A(s), s; su
nule deteminante matrice A(s) odnosno polovi prenosne
funkcije posmatranog sistema. Moze da se pokaze da su za sve
fizicki realne vrednosti parametara posmatrane strukture, svi
polovi prosti, realni i manji od nule [8]. GF date gornjim
relacijama su ekvivalentne GF datim relacijama u (4), koje su
dobijene analitickim reSavanjem polaznog problema datog
relacijama (1)-(3). Za proizvoljne temperaturske varijacije
vazduha u graniénom sloju, temperaturska raspodela unutar
posmatrane viseslojne strukture se dobija primenom GF i
konvolucionog integrala [8].

III. NUMERICKI REZULTATI

Razmatran je ¢etvoroslojni zid, koji se nalazi u termalnom
omotadu zgrade, cije su dimenzije toplotne i fizicke
karakteristike date u Tabeli I. U poslednjoj koloni Tabele I je
dat broj RC elemenata, koji je koris¢en za svaki sloj
posmatranog zida, ukupan broj elemenata je 27. Debljina
tankih slojeva, koji odgovaraju RC elementima unutar svakog
materijala, je bila uniformna. Prvi sloj posmatrane strukture se
nalaza sa unutrasnje strane objekta. Ukupna debljina
posmatrane strukture je 0,36 [m].

TABELA I. DIMENZIJE, TOPLOTNE I FIZICKE KARAKTERISTIKE
CETVOROSLOJNOG FASADNOG ZIDA

materijal | d[cm] plkg/m?] A [W/m-K] c[J/kgK] RC
1| zastinisloj | 2 1900 0,7 1090 2
2| Opeka 20 1400 0,61 920 15
3| izolacija 12 90 0,041 1260 8
4| zastitnisloj | 2 1900 0,7 1050 2

Razmatrani linearni sistem u kompleksnom domenu je bio
dimezija 27x27, u Tabeli II je prikazano prvih pet polova
sistema sa odgovaraju¢im karakteristicnim vremenima, koje
predstavljaju reciprocne vrednosti polova.

TABELA II. ) PRVIH PET POLOVA I KARAKTERISTICNA VREMENA ZA
POSMATRANU CETVOROSLOJNU STRUKTURU
1 2 3 4 5
Pol 107 [1/s] 0,147 | -1,255 | 2278 | 3,979 | -5,02
Karakter. vreme [h] 188 | 2211 | 121 | 0,69 | 0,552

Na Slici 4 su prikazane vremenske zavisnosti GF g;(x,t)
dobijene analiticki koriS¢enjem relacije (4) koriS¢enjem
relacije (14) za ekvivalentno RC kolo za vrednost prostorne
koordinate x=0,1 [m] S$to odgovara devetom c¢voru u
ekvivalentnom RC kolu.

9,(t) [1/s], x=0.1[m]

1.5x10°° —— analiticko resenje

RC

@
= 1.0x10°
o

5.0x10° 4

0.0 T T T T T
0 20 40 60 80 100 120
vreme [h]

S1. 4 Vremenska zavisnost GF g;(x,t) dobijene analiti¢ki i koris¢enjem
ekvivalentnog RC kola, za vrednost prostorne koordinate x=0,1 [m] §to
odgovara devetom ¢voru u RC kolu.

Na Slici 5 prikazane su vremenske zavisnosti GF gi(x,t)
dobijene analiticki i na osnovu ekvivalentnog RC kola za
vrednosti prostornih koordinata 0,2 i 0,3 [m] $to odgovara 17.
123. ¢voru u RC kolu.

1.0x10°% - gore
analiticko reSenje
——x=0.2[m]
x =0.3[m]
8.0x10° 4 RC
x=0.2[m]
x = 0.3 [m]

g4(t) [1/s]

T
100 120
vreme [h]

0 20 40 60 80

S1. 5 Vremenska zavisnost GF g;(x,t) dobijene analiticki i koriS¢enjem
ekvivalentnog RC kola, za vrednosti prostornih koordinate 0,2 i 0,3 [m] §to
odgovara 17.123. ¢voru u RC kolu.

U gornjim slucajevima, pobuda se nalazila sa unutrasnje
strane posmatrane strukture, odnosno 7,(s)=1 i Ty(s)=0. Sa
gornjih slika se vidi da je odstupanje GF dobijenih
koris¢enjem ekvivalentnog RC od odgovarajucih analitickih
GF manje za veca rastojanja od pobude. Na Slici 6 prikazane
su vremenske zavisnosti GF gx(x,t) dobijene analiticki i na
osnovu ekvivalentnog RC kola za vrednost prostorne
koordinate 0,3 [m].
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S1. 6 Vremenska zavisnost GF g»(x,t) dobijene analiticki i koris¢enjem
ekvivalentnog RC kola, za vrednost prostorne koordinate 0,3 [m]

Na Slici 7 prikazane su vremenske zavisnosti GF g(x,t)
dobijene analiticki i na osnovu ekvivalentnog RC kola za
vrednost prostorne koordinate 0,2 1 0,1 [m].
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S1. 7 Vremenska zavisnost GF g,(x,t) dobijene analiticki i kori§¢enjem
ekvivalentnog RC kola, za vrednost prostorne koordinate 0,2 1 0,1 [m]

U gornjim slucajevima, pobuda se nalazila sa unutrasnje
strane posmatrane strukture odnosno 7,(s)=0 i Ty(s)=1. GF u
kompleksnom, domenu ili prenosne funkcije PF za
ekvivalentno RC kolo dobijaju se direktnim reSavanjem
linearnog sistema datog sa (9), uz odgovarajuée granic¢ne i
pocetne uslove, i date su slede¢im relacijama:

Cj1(s)

Ga(x),5) =

Cim(s)

(15)

Gi(x)5) =

detA(s)’

detA(s) "

Na Slici 8, prikazan je hodograf ili kruzni dijagram za PF
Gi(x,s) sa kruznom frekvencijom kao promenljivim
parametrom. Kompleksne vrednosti PF su dobijene za
razli¢ite vrednosti kruzne frekvencija u intervalu [0,+o],
odnosno u relaciji 15 je izvrSena zamena s—j-®. Ove
vrednosti su prikazane u kompleksnoj ravni, gde su na ordinati
1 apscisi prikazane realne i kompleksne vrednosti PF
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respektivno, za razliCite vrednosti koordinate x unutar
posmatranog zida.

/# G,(x=0.3] j0=0)=0.282 G,(x=0.2,jv=0)=0.914
__ 00 -
3 7 o> G,(x%0.2, jv=0)=0.863
< { ®
<01
(O] t ®,=27/69[h]
3 i ©,=2/295[h] ®
~ 02 i w,=27121h] ©
i @,=21/473[h]
-0.3 LY
\
\
(o,=21/56 N,
0.4 \
w=27/117[h
-0.5
-0.6 T T T T 1
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Re{G,(xjo)}

Sl. 8 Kruzni dijagrami ili hodografi G,(x,t) sa kruznom frekvencijom kao
promenljivim parametrom dobijeni koriS¢enjem ekvivalentnog RC kola, za
vrednosti prostornih koordinata 0,1 10,2 10,3 [m]

Realni i imaginarni deo PF su parne i neparne funkcije od
kruzne frekvencije, respektivno, tako da je ovakav kruzni
dijagram uvek simetrican u odnosu na realnu osu. Na gornjoj
slici je radi preglednosti, prikazan samo donji deo dijagrama
(w>0). Za w=0 sve PF za posmatranu strukturu opisuju
temperatursku raspodelu u stacionarnom rezimu. U ovom
sluc¢aju PF su realne, pozitivne i manje od jedan, na gornjoj
slici su prikazane odgovaraju¢im tackama, ovo znaci da PF za
w=0 presecaju realnu osu u intervalu [0,1]. Brojne vrednosti
PF Gi(xj, j-w =0), predstavljaju temperatursku raspodelu
unutar posmatrane viseslojne strukture u stacionarnom rezimu
kada su temperature vazduha u grani¢nom sloju sa unutrasnje
i spoljasnje strane zida jednake 1[K] i O [K] respektivno.
Analogna analiza vazi 1 za Gz(x;0). Na gornjoj slici, na
kruznim dijagramima su prikazane i tacke sa korespodentnim
brojnim vrednostima kruzne frekvencije. Pred toga, sa slike
se vidi da su moduli PF za sve vrednosti kruzne frekvencije
uvek manje od jedan kao i da teze nuli kada w—+o0 ovo je
posledica termicke inercije sistema odnosno struktura nije u
stanju da prati brze temperaturske varijacije. Do istog
zakljucka se dolazi i analizom RC kola sa Slike 3. na visokim
frekvencijama sve termicke kapacitivnosti postaju ,kratki
spojevi‘ i shodno tome, sve temperature u ¢vorovima RC kola
su jednake nuli.

Na Slici 9 su prikazani kruzni dijagrami PF G.(x; j-w) za
vrednosti prostorne koordinate 0,1 i 0,2 [m], dok su na Slici
10 prikazani kruzni dijagrami PF za vrednosti prostorne
koordinate 0,3 i 0,35. Gornja analiza za kruzne dijagrame PF
G u potpunosti vazi i za, odgovarajuce dijagrame PF G».koji
su prikazani na donjim Slikama.
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S1. 9 Kruzni dijagrami ili hodografi G,(x,t) sa kruznom frekvencijom kao
promenljivim parametrom dobijeni koris¢enjem ekvivalentnog RC kola, za
vrednosti prostornih koordinata 0,1 1 0,2 [m]

Struktura kruznih dijagrama PF Gi, u okolini koordinatnog
pocetka u kompleksnoj ravni kada w—+oo na osnovu principa
argumenta zavisi od razlike broja nula kofaktora Cj;(s) 1 Ciu(s)
datih relacijama (14) i broja nula deteminante matrice A(s),
odnosno broj obilazaka kruznog dijagrama oko koordinatnog
pocetka u kompleksnoj ravni je jednak ovoj razlici. Ova
struktura, nije detaljno prikazana na gornjim slikama zbog
preglednosti. Pored toga, u naSem slucaju ona i nije od
prakti¢nog interesa zbog toga $to u toj oblasti moduli PF teze
nuli i doprinos komponenti temperaturskih varijacija na
visokim frekvencijama ukupnoj temperaturskoj raspodeli u
posmatranoj strukturi je zanemarljiv.
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S1. 10 Kruzni dijagrami ili hodografi G,(x,t) sa kruznom frekvencijom kao
promenljivim parametrom dobijeni kori§¢enjem ekvivalentnog RC kola, za
vrednosti prostornih koordinata 0,3 [m]

IV. ZAKLJUCAK

U radu je predstavljen i analiziran model transporta toplote
kroz viseslojnu planarnu strukturu koji ukljucuje i prelaz
toplote u grani¢nom sloju, baziran na elektricnoj analogiji i
ekvivalentnom RC kolu. Ekvivalentno RC kolo je analizirano
u kompleksnom domenu i dobijene su PF, koje predstavljaju

odzive na impulsne temperaturske pobude Dirac-ovom
funkcijom u grani¢nom sloju. Primenom inverzne Laplace-ove
transformacije dobijene su GF za posmatrano ekvivalentno RC
kolo u vremenskom domenu. Ovi rezultati su poredeni sa
odgovarajuéim GF dobijenim analitickim putem, za
Cetvoroslojni fasadni zid, na razli¢itim mestima u posmatranoj
strukturi. Pred toga, analizirani su i hodografi ili kruzni
dijagrami PF u frekventnom domenu u intervalu [0,+c0] za isti
zid. Pokazano je da su amplitude PF na svim frekvencijama
manje od jedan kao i da kruzni dijagrami za nultu kruznu
frekvencijama presecaju realnu osu u intervalu [0,1]. Ove
vrednosti, kao funkcije prostorne koordinate, predstavljaju
temperaturske raspodele unutar posmatrane strukture u
stacionarnom rezimu za jedini¢ne vrednosti temperature
vazduha u grani¢nom sloju.
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ABSTRACT

Heat transport through multilayer planar structures with an arbitrary
number of layers in the non-stationary case is considered. The
analysis uses approaches based on electrical analogies, i.e. equivalent
RC circuit, and an analytical method based on Green's functions. In
the time domain, the impulse response to a Dirac temperature
excitation on the outer surfaces of the structure is considered. The
results obtained using two different methods are compared in the
time domain using the corresponding Green's functions obtained
analytically and by analyzing the corresponding equivalent RC
circuit. In the complex domain, the circular diagrams, i.e. flow charts
of the system transfer function obtained using the equivalent RC
circuit, are analyzed.

MODELING HEAT TRANSPORT THROUGH
MULTILAYER PLANAR STRUCTURES USING
ELECTRICAL ANALOGIES AND ANALYTICAL
METHOD IN TIME AND COMPLEX DOMAIN

Radovan Gospavic¢
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