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Àïñòðàêò�Ó îâîì ðàäó £åìî èçëîæèòè ïîñòó-

ïàê ìîäåëîâà»à ïîëèãîíàëíèõ ðåçîíàòîðà ñà äåôîð-

ìèñàíîì Cnv ñèìåòðèjîì. Ðåçîíàòîðè ñó îáëèêà jåä-

íàêîñòðàíè÷íîã òðîóãëà, êâàäðàòà è êðóãà, áëàãî

èçäóæåíèõ äóæ îäðå£åíîã ïðàâöà. Íàðóøå»å ñè-

ìåòðèjå ñìà»ójå äèìåíçèjó íåêèõ èðåäóöèáèëíèõ

ïîäïðîñòîðà ñà äâà íà jåäàí è äîâîäè äî ðàçäâàjà-

»à ôðåêâåíöèjà äâîñòðóêèõ ìîäîâà çà îñöèëîâà»å ó

ñïåêòðó. Ìåòîä äàjå ïðåäâè¢à»å ðåçîíàíòíèõ ôðå-

êâåíöèjà è öåïà»å ñïåêòðà ó çàâèñíîñòè îä ïàðàìå-

òðà äåôîðìàöèjå.

Ê§ó÷íå ðå÷è�ðåçîíàòîð, ñèìåòðèjà, òåîðèjà ðå-

ïðåçååíòàöèjà, íàðóøå»å ñèìåòðèjå

I ÓÂÎÄ

Ðåçîíàòîðè ñó îñíîâíè åëåìåíòè çà êîíñòðóêöèjó êî-
ëà ó åëåêòðîòåõíèöè. Êîðèø£å»å ðåçîíàòîðà ñà âèøå
ðåçîíàíòíèõ ó÷åñòàíîñòè ñìà»ójå áðîj åëåìåíàòà ïî-
òðåáíèõ çà ðåàëèçàöèjó êîëà è ñàìèì òèì ñìà»ójå ôè-
çè÷êå äèìåíçèjå êîëà. Jåäíà îä ìîãó£èõ ðåàëèçàöèjà ðå-
çîíàòîðà jåñòå ïîëèãîí èëè ïîëèãîíàëíà ëèíèjà èçâåäå-
íà ó ïðîâîäíîì ñëîjó ñà jåäíå ñòðàíå ïëî÷èöå êîëà. Ó
ñåêöèjè II £åìî ðàçìîòðèòè óòèöàj ñèìåòðèjå ïîëèãî-
íà íà ðåçîíàíòíè ñïåêòàð, à çàòèì £åìî ó ñåêöèjè III
ðàçëîæèòè ïðîñòîð ñòà»à ðåçîíàòîðà íà èðåäóöèáèë-
íå êîìïîíåíòå. Ó ñåêöèjè IV £åìî íàìåòíóòè ãðàíè÷íå
óñëîâå íà ìîäîâå îñöèëîâà»à ó ïîjåäèíà÷íèì èðåäóöè-
áèëíèì ïîäïðîñòîðèìà, à ó ñåêöèjàìà V è VI £åìî ðå-
äîì ìîäåëîâàòè óòèöàj òåðìàëíèõ ãóáèòàêà è íàðóøå-
»à ñèìåòðèjå íà ðåçîíàíòíè ñïåêòàð. Ó öåëîì ðàäó jå
ïîäðàçóìåâàí ïðèðîäíè ñèñòåì jåäèíèöà, øòî çíà÷è äà
ñó ñâå ôèçè÷êå âåëè÷èîíå èçðàæåíå ó ìåòðèìà íà îäãî-
âàðàjó£è ñòåïåí. Ìåòðèêà ó ïðîñòîðó Ìèíêîâñêîã jå ñà
ñèãíàòóðîì ηµν = diag(+1,−1,−1,−1).

II ÓÒÈÖÀJ ÑÈÌÅÒÐÈJÅ ÍÀ ÑÏÅÊÒÀÐ
ÐÅÇÎÍÀÒÎÐÀ

Ïîñìàòðà£åìî ðåçîíàòîðå îáëèêà ïðàâèëíîã n-
òîóãëà. Ãðóïà ñèìåòðèjå êîjó ïîñåäójå ïðàâèëàí n-
òîóãàî jå Cnv, îäíîñíî îïåðàöèjå êîjå ÷óâàjó ñèìåòðè-
jó ñó ðîòàöèjå ó ðàâíè çà öåëîáðîjíè óìíîæàê óãëà îä
2π
n ðàäèjàíà, øòî ÷èíè Cn ïîäãðóïó, êàî è ðåôëåêñèjå

ó îäíîñó íà ñâèõ n îñà ñèìåòðèjå. Ãðóïó ðåôëåêñèjå ó
îäíîñó íà âåðòèêàëíó îñó ñèìåòðèjå îçíà÷àâàìî ñà σv,
à öåëà ãðóïà ñèìåòðèjå îíäà èìà ñòðóêòóðó

Cnv = Cn o σv . (1)

Ãðóïà Cn jå èíâàðèjàíòíà ïîäãðóïà óêóïíå ãðóïå ñèìå-
òðèjå Cnv è êî»óãàöèjà åëåìåíòà ck ãðóïå Cn ðåôëåê-
ñèjîì σv äàjå èíâåðçíè åëåìåíò c−k. Òî çíà÷è äà Cnv
ãðóïà íèjå Àáåëîâà è àêî Cn è σv jåñó:

σckσ
−1 = σckσ = (σc1σ)

k
= (c−1)

k
= c−k . (2)

Ïðîñòîð ñòà»à ðåçîíàòîðà jå Õèëáåðòîâ ïðîñòîð ôóíê-
öèjà êîjå îïèñójó ðàñïîäåëó åëåêòðîìàãíåòíîã ïî§à
óíóòàð ðåçîíàòîðà. Ãðóïó ñèìåòðèjå ðåïðåçåíòójåìî
ñêóïîì îïåðàòîðà ó òîì ïðîñòîðó è òàj ñêóï íàçèâà-
ìî ðåïðåçåíòàöèjîì. Ðåïðåçåíòàöèjó ñâàêîã åëåìåíòà g
ãðóïå G îçíà÷àâàìî ñà D(g). Èçáîð ðåïðåçåíòàöèjå ãðó-
ïå jå ó âåëèêîj ìåðè ïðîèçâî§àí äîêëå ãîä çàäîâî§àâà
ïðàâèëî ìíîæå»à D(gg′) = D(g)D(g′), àëè ñå èñïîñòà-
â§à äà ñå ó ñëó÷àjó íàøå ãðóïå ñèìåòðèjå, êàî è âåëîêîã
áðîjà ãðóïà îä çíà÷àjà çà ôèçèêó, ñâàêà ðåïðåçåíòàöèjà
ìîæå ðàçëîæèòè ïî ñêóïó èðåäóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòà-
öèjà. Èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåíòàöèjå ãðóïå ïðåäñòàâ§àjó
ðåïðåçåíòàöèjå ãðóïå ó èðåäóöèáèëíèì ïîäïðîñòîðèìà
óêóïíîã ïðîñòîðà ñòà»à, ïðè ÷åìó jå äåôèíèöèjà èðå-
äóöèáèëíîã ïîäïðîñòîðà òà äà jå òî ïîäïðîñòîð ó êîì ñå
ñâàêè âåêòîð èç ïîäïðîñòîðà äåëîâà»åì ñâèõ åëåìåíàòà
ãðóïå çàñåáíî ïðåñëèêàâà ó ñêóï âåêòîðà êîjè ðàçàïè-
»ó öåî ïîäïðîñòîð. Äðóãèì ðå÷èìà, óíóòàð èðåäóöè-
áèëíîã ïîäïðîñòîðà íå ïîñòîjè âåêòîð ïîìî£ó êîã ñå äå-
ëîâà»åì ñâèõ åëåìåíàòà ãðóïå íå ìîæå ðåêîíñòðóèñàòè
öåî èðåäóöèáèëíè ïîäïðîñòîð. Ðàçëàãà»å ðåïðåçåíòà-
öèjå íà èðåäóöèáèëíå êîìïîíåíòå jå îíäà îðòîãîíàëíè
çáèð ðåïðåçåíòàöèjà ïî èðåäóöèáèëíèì ïîäïðîñòîðèìà
äàò ñà:

D(G) =
r⊕

µ=1

fµD
(µ)(G) , (3)

ãäå jå fµ ôðåêâåíöèjà ïîjàâ§èâà»à µ-òå èðåäóöèáèëíå
ðåïðåçåíòàöèjå ó ðàçëàãà»ó, à r óêóïàí áðîj èðåäóöè-
áèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà.

Èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåíòàöèjå ïîñåäójó ñêóï îñîáèíà
êîjå £å íàì áèòè îä çíà÷àjà ïðèëèêîì ðàçìàòðà»à êà-
êî ñèìåòðèjñêèõ îñîáèíà ðåçîíàòîðà, òàêî è ïðèëèêîì
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îäðå¢èâà»à ðàçëàãà»à ïðîñòîðà ñòà»à íà »åãîâå èðåäó-
öèáèëíå êîìïîíåíòå. Íåêå îä çíà÷àjíèõ îñîáèíà ñó äàòå
ñëåäå£èì èñêàçèìà:

� Ïðâà Øóðîâà ëåìà: Îïåðàòîð êîjè êîìóòèðà ñà
ñâèì åëåìåíòèìà ãðóïå ó jåäíîj èðåäóöèáèëíîj ðå-
ïðåçåíòàöèjè äåëójå êàî ñêàëàðíè îïåðàòîð ó òîj
ðåïðåçåíòàöèjè. Òî çíà÷è äà jå îïåðàòîð ó áàçèñó
èðåäóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà äèjàãîíàëàí è äà
ñó ìó ñâå âðåäíîñòè íà äèjàãîíàëè èñòå óíóòàð ïî-
jåäèíà÷íèõ èðåäóöèáèëíèõ ïîäïðîñòîðà.

� Äðóãà Øóðîâà ëåìà: Jåäèíè îïåðàòîð A çà êîjè
jåäíàêîñò AD(µ)(g) = D(ν)(g)A âàæè çà ñâàêè åëå-
ìåíò g ãðóïå G, ïðè ÷åìó ñó D(µ) è D(ν) íååêâèâà-
ëåíòíå èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåíòàöèjå, òj. jåäíà íè-
jå äîáèjåíà îä äðóãå ïðîìåíîì áàçèñà, jå îïåðàòîð
A = 0.

� Òåîðåìà î îðòîãîíàëíîñòè êîìïîíåíàòà èðåäóöè-
áèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà:

1

|G|
∑
g∈G

D
(µ)
ij (g−1)D

(ν)
kl (g) =

1

|ν|
Ail
(
A−1

)
kj
δµν ,

(4)
ãäå jå |G| áðîj åëåìåíàòà ãðóïå G, |ν| äèìåíçèjà
ν-òîã èðåäóöèáèëíîã ïîäïðîñòîðà, à A îïåðàòîð
ïðîìåíå áàçèñà èçìå¢ó µ-òå è ν-òå ðåïðåçåíòàöèjå
ó ñëó÷àjó êàäà ñó îíå ìå¢óñîáíî åêâèâàëåíòíå.

� Êàðàêòåð ðåïðåçåíòàöèjå χ(G), îíäíîñíî òðàã ìà-
òðè÷íå ðåïðåçåíòàöèjå, êàî ôóíêöèjà íà ãðóïè, òà-
êî¢å çàäîâî§àâà ñëè÷íó ðåëàöèjó îðòîãîíàëíîñòè:

1

|G|
∑
g∈G

χ(µ)(g−1)χ(ν)(g) = δµν . (5)

Îâà ðåëàöèjà íàì îìîãó£àâà äà îäðåäèìî êîåôè-
öèjåíòå ó ðàçëàãà»ó ðåïðåçåíòàöèjå íà íååêâèâà-
ëåíòíå èðåäóöèáèëíå êîìïîíåíòå êàî:

fµ =
1

|G|
∑
g∈G

χ(µ)(g−1)χ(g) . (6)

� Áðîj èðåäóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà ãðóïå jå jåä-
íàê áðîjó êëàñà êî»óãàöèjå ó ãðóïè.

� Ìîæå ñå óâåñòè ïîjàì ðåãóëàðíå ðåïðåçåíòàöèjå
÷èjè jå êàðàêòåð ôóíêöèjà íà ãðóïè êîjà jåäè-
íè÷íîì åëåìåíòó äîäå§ójå áðîj åëåìåíàòà ãðóïå,
à ñâèì îñòàëèì åëåìåíòèìà íóëó. Îâà ôóíêöèjà
jå àíàëîãîí Äèðàêâîj îäíîñíî Êðîíåêåðîâîj äåë-
òè íàä åëåìåíòèìà ãðóïå. Íà îñíîâó ïðåòõîäíå
îñîáèíå ñå äîáèjà äà jå ôðåêâåíöèjà ïîjàâ§èâà-
»à ñâàêå íååêâèâàëåíòíå èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåí-
òàöèjå ó ðàçëàãà»ó ðåãóëàðíå ðåïðåçåíòàöèjå jåä-
íàê äèìåíçèjè èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåíòàöèjå.

� Áðîj åëåìåíàòà ãðóïå jåäíàê jå çáèðó êâàäðàòà äè-
ìåíçèjà ñâèõ íååêâèâàëåíòíèõ èðåäóöèáèëíèõ ðå-
ïðåçåíòàöèjà ãðóïå.

Íà îñíîâó ïðâå Øóðîâå ëåìå ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî
äà ñó ñâå èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåíòàöèjå Àáåëîâèõ ãðóïà
jåäíîäèìåíçèîíàëíå. Òàêî¢å, êàêî ñå îïåðàòîð ôðåêâåí-
öèjå ìîäîâà çà îñöèëîâà»å íå òðàíñôîðìèøå ïðèëèêîì
äåjñòâà åëåìåíàòà ãðóïå ñèìåòðèjå, çàê§ó÷ójåìî äà îí
êîìóòèðà ñà ðåïðåçåíòàöèjàìà ñâèõ åëåìåíàòà ãðóïå, ïà
ñó ìó ïîíîâî, ïðåìà ïðâîj Øóðîâîj ëåìè, ñâîjñòâåíå
âðåäíîñòè äåãåíåðèñàíå óíóòàð èðåäóöèáèëíèõ ïîäïðî-
ñòîðà. Òî çíà÷è äà £å ñâè ìîäîâè çà îñöèëîâà»å óíóòàð
jåäíîã èðåäóöèáèëíîã ïîäïðîñòîðà áèòè ñà èñòîì ôðå-
êâåíöèjîì, à äåãåíåðàöèjà ôðåêâåíöèjå jå jåäíàêà äè-
ìåíçèjè èðåäóöèáèëíîã ïîäïðîñòîðà.

Ó äà§åì ðàäó £åìî èç ñêóïà íååêâèâàëåíòíèõ èðå-
äóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà îäàáðàòè óíèòàðíå ïðåä-
ñòàâíèêå, ïà £å ðîòàöèjå ó ðàâíè áèòè ðåïðåçåíòîâàíå
ìíîæå»åì êîìïëåêñíèì áðîjåì ñà jåäèíè÷íå êðóæíèöå,
eiµ

2π
n , à ðåôëåêñèjà £å áèòè ðåïðåçåíòîâàíà êîìïëåê-

ñíîì êî»óãàöèjîì. Áðîjà÷ ðåïðåçåíòàöèjå µ óçèìà ñâå
âðåäíîñòè ïðèðîäíèõ áðîjåâà îä 1 äî n.

Ïîñòóïàê äîáèjà»à ñêóïà íååêâèâàëåíòíèõ èðåäó-
öèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà ïðîèçâî§íå ãðóïå íå ïîñòîjè.
Èïàê, ó ñëó÷àjó Cnv ãðóïå ïîñòîjè àëãîðèòàì èíäóêöèjå
ñà èíâàðèjàíòíå Cn ïîäãðóïå èíäåêñà 2, êîjè äàjå êîì-
ïëåòàí ñêóï èðåäóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà êîjå ñå ìîãó
ïîïèñàòè òàáåëàðíî:

ÒÀÁÅËÀ I ÈÐÅÄÓÖÈÁÈËÍÅ ÐÅÏÐÅÇÅÍÒÀÖÈJÅ Cnv ÃÐÓÏÀ

D(µ)(Cnv) µ ck σck

A0/B0 = D(0±)(Cnv) 0 1 ±1

An/2/Bn/2 = D(n/2±)(Cnv)
n
2 (−1)k ±(−1)k

Eµ = D(µ)(Cnv) 1 . . .
⌊
n−1

2

⌋ (
eiµ

2π
n k 0

0 e−iµ
2π
n k

) (
0 e−iµ

2π
n k

eiµ
2π
n k 0

)
Î÷åêèâàíî, êàêî jå èíâàðèjàíòíà ïîäãðóïà Àáåëîâà

è èíäåêñà äâà, äèìåíçèjå èðåäóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöè-
jà íå ìîãó áèòè âå£å îä äâà. Íà îñíîâó òàáåëå òàêî¢å
çàê§ó÷ójåìî äà ñèìåòðèjà îáåçáå¢ójå ïîñòîjà»å ïàðîâà
ìîäîâà çà îñöèëîâà»å ñà èñòîì ôðåêâåíöèjîì. Äåòà§àí
ïðåãëåä îñîáèíà èðåäóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà ñå ìîæå
ïðîíà£è ó [1].

III ÐÀÇËÀÃÀ�Å ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÅ
ÐÅÏÐÅÇÅÍÒÀÖÈJÅ

Ñêóï jåäíà÷èíà ñòà»à ðåçîíàòîðà ÷èíå äèôåðåíöè-
jàëíà jåäíà÷èíà êðåòà»à åëåêòðîìàãíåòíîã ïî§à ó ðå-
çîíàòîðó è jåäíà÷èíà çà ïðîâîäíîñò ñðåäèíå σ:

�Aµ − ∂µ∂νAν = jµ , ji = σij
(
∂jA0 − ∂0Aj

)
. (7)
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Ïðâà jåäíà÷èíà ñå ìîæå ïîjåäíîñòàâèòè ôèêñèðà»åì
Ëîðåíöîâîã êàëèáðàöèîíîã óñëîâà çà åëåêòðîìàãíåòíè
ïîòåíöèjàë Aµ, ∂µA

µ = 0, äîê çà ñòðójó jµ âå£ âà-
æè èäåíòè÷íà ðåëàöèjà êîjà îïèñójå jåäíà÷èíó êîíòè-
íóèòåòà ∂µj

µ = 0. Ó ñâèì jåäíà÷èíàìà ïîäðàçóìåâàìî
Àjíøòàjíîâó ñóìàöèîíó êîíâåíöèjó ïî ïîíîâ§åíèì èí-
äåêñèìà, êàî è äà ñó ìàëèì ãð÷êèì ñëîâèìà îçíà÷åíå
ñâå ïðîñòîðâðåìåíñêå êîìïîíåíòå ïî§à, à ìàëèì ëàòèí-
ñêèì ñàìî ïðîñòîðíå êîìïîíåíòå ïî§à. Íóëòà êîîðäè-
íàòà jå ðåçåðâèñàíà çà âðåìåíñêó êîìïîíåíòó.

Îáå jåäíà÷èíå ñó çàïèñàíå ó êîîðäèíàòíîj ðåïðåçåí-
òàöèjè ó êîîðäèíàòíîì áàçèñó êîjè íèjå ñâîjñòâåí çà äè-
ôåðåíöèjàëíå îïåðàòîðå ó »èìà, ïà jå ïðâè êîðàê ñâà-
êàêî ïðåëàçàê ó áàçèñ ðàâíèõ òàëàñà, èìïóëñíè áàçèñ,
êîjè jå ñâîjñòâåí îâèì jåäíà÷èíàìà, à ïîòîì jå ïîòðåáíî
êîíñòðóèñàòè ìîäèôèêîâàíå ãðóïíå ïðîjåêòîðå

P (D(µ)∗ ⊗D) =
1

|G|
∑
g∈G

D(µ)(g−1)⊗D(g) , (8)

êîjè £å êîìïëåòàí ïðîñòîð ñòà»à ó ñâîjñòâåíîì áàçèñó
ïðîjåêòîâàòè íà âèøåñòðóêè çáèð èðåäóöèáèëíèõ ïîä-
ïðîñòîðà ãðóïå ñèìåòðèjå, òàêî¢å ó ñâîjñòâåíîì áàçèñó.
Âåêòîðè ôèêñíå òà÷êå îâîã ïðîjåêòîðà ñó îáëèêà:

|µ tµ〉 =

|µ|∑
i=1

|µ i〉 ⊗ |µ tµ i〉 , (9)

ãäå èíäåêñ tµ ïðåáðîjàâà ïîjàâ§èâà»å µ-òå èðåäóöèáèë-
íå ðåïðåçåíòàöèjå ó ðàçëàãà»ó. Òàêî £åìî äîáèòè áà-
çèñ Cnv-ñèìåòðè÷íèõ òàëàñà. Êàêî jå ïðîñòîð ñòà»à íå-
ñåïàðàáèëàí, î÷åêójåìî äà ñå áàð jåäíà èðåäóöèáèëíà
ðåïðåçåíòàöèjà ó ðàçëàãà»ó ïîjàâ§ójå áåñêîíà÷àí áðîj
ïóòà è äà ñå »åíî ïîjàâ§èâà»å ïðåáðîjàâà ðåàëíèì ïà-
ðàìåòðîì. Íàêîí ðàçëàãà»à ðåïðåçåíòàöèjå £åìî âèäå-
òè äà ñó ïîjàâ§èâà»à ñâèõ èðåäóöèáèëíèõ êîìïîíåíàòà
ïðåáðîjàíà ðåàëíèì ïàðàìåòðèìà êîjè £å èìàòè ñìè-
ñàî êâàäðàäòà èìïóëñà åëåêòðîìàãíåòíîã òàëàñà. Îâàj
áàçèñ jå ó ñëó÷àjó jåäíîäèìåíçèîíàëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà
äàò ñà:

fA0

kµ
(xµ) =

1

n
ei(kzz−ωt)

n∑
m=1

eikx(x cos( 2π
n m)−y sin( 2π

n m))

×cos
(
ky
(
y cos

(
2π
n m

)
+ x sin

(
2π
n m

)))
,

fB0

kµ
(xµ) =

1

n
ei(kzz−ωt)

n∑
m=1

eikx(x cos( 2π
n m)−y sin( 2π

n m))

×sin
(
ky
(
y cos

(
2π
n m

)
+ x sin

(
2π
n m

)))
,

f
An

2

kµ
(xµ) =

1

n
ei(kzz−ωt)

n∑
m=1

eikx(x cos( 2π
n m)−y sin( 2π

n m))

×cos
(
ky
(
y cos

(
2π
n m

)
+ x sin

(
2π
n m

)))
e−imπ ,

f
Bn

2

kµ
(xµ) =

1

n
ei(kzz−ωt)

n∑
m=1

eikx(x cos( 2π
n m)−y sin( 2π

n m))

×sin
(
ky
(
y cos

(
2π
n m

)
+ x sin

(
2π
n m

)))
e−imπ ,

(10)

äîê jå ó ñëó÷àjó äâîäèìåíçèîíàëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà:

f
Ej
kµ (xµ) =

1

n
ei(ωt−kzz))

n∑
m=1

e−ikx(x cos( 2π
n m)−y sin( 2π

n m))

(
cos
(
ky
(
y cos

(
2π
n m

)
+ x sin

(
2π
n m

))
− 2π

n mj
)

⊕ cos
(
ky
(
y cos

(
2π
n m

)
+ x sin

(
2π
n m

))
+ 2π

n mj
))
.

(11)

Ó ñëåäå£îj ñåêöèjè £åìî íàìåòà»åì ãðàíè÷íèõ óñëîâà
èç îâîã íåñåïàðàáèëíîã ïðîñòîðà èçäâîjèòè ñåïàðàáèë-
íè ïîäïðîñòîð êîjè £å áèòè äåôèíèñàí äèñêðåòíèì ñêó-
ïîì äîçâî§åíèõ âðåäíîñòè èíäåêñà kµ. Ñåïàðàáèëíîñò
ïðîñòîðà ñòà»à îáåçáå¢ójå äèñêðåòíó ïðèðîäó ñïåêòðà
ðåçîíàòíèõ ôðåêâåíöèjà.

IV ÌÎÄÎÂÈ ÇÀ ÎÑÖÈËÎÂÀ�Å ÈÄÅÀËÍÎÃ
ÐÅÇÎÍÀÒÎÐÀ

Äà áèñìî èç óêóïíîã íåñåïàðàáèëíîã ïðîñòîðà ñòà»à
èçäâîjèëè ñåïàðàáèëíè ïîäïðîñòîð êîjè îäãîâàðà ìîäî-
âèìà çà îñöèëîâà»å, ïîòðåáíî jå äà íàìåòíåìî îäðå¢åíå
óñëîâå íà ñàìà ñòà»à. Îâè óñëîâè ñó çàïðàâî ãðàíè÷íè
óñëîâè êîjè ñó ñàäðæàíè ó òåíçîðó ïðîâîäíîñòè:

σij =
(
δ̃(z + d) + δ̃(z)Π(x, y)

) 1

ρ

(
δixδ

x
j + δiyδ

y
j

)
+ θ(z + d)θ(−z)σδij . (12)

Ôóíêöèjà Π(x, y) jå ïðîçîðñêà ôóíêöèjà ïîëèãîíàëíîã
îáëèêà êîjà èìà âðåäíîñò 1 íà äîìåíó êîjè ïîêðèâà ïðî-
âîäíè ñëîj ðåçîíàòîðà, à âðåäíîñò 0 èíà÷å, äîê jå δ̃(z)
jåäèíè÷íè ïðîçîð äåá§èíå ïðîâîäíîã ñëîjà. Ôóíêöèjà
θ(z) jå ñòàíäàðäíà Õåâèñàjäîâà òåòa ôóíêñèjà.

Ïðâè ãðàíè÷íè óñëîâ êîjè íàìå£åìî jå ïî z êîîðäè-
íàòè, ïà ïàðàìåòàð áàçèñà kz óçèìà öåëîáàðîjíå óìíî-
øêå îä 2π

d , ãäå jå d äåá§èíà ðåçîíàòîðà. Ïðâà àïðîêñè-
ìàöèjà êîjó £åìî íàïðàâèòè jå òà äà £åìî ñìàòðàòè äà
jå ðåçîíàòîð ïðåâèøå òàíàê äà áè ñå ïîáóäèëè ìîäîâè
çà îñöèëîâà»å ó z ïðàâöó, ïà £åìî ñå îãðàíè÷èòè ñàìî
íà ïîäïðîñòîð kz = 0.

Íàìåòà»å ãðàíè÷íèõ óñëîâà ó ðàâíè ðåçîíàòîðà ñå
íå ìîæå óâåê òàêî ëàêî èçâðøèòè. Íàèìå, êàêî jå áàçèñ
ó ïðîñòîðó ñòà»à ñàñòàâ§åí îä ïåðèîäè÷íèõ ôóíêöèjà,
ñâè íàìåòíóòè ãðàíè÷íè óñëîâè £å ñå ïåðèîäè÷íî ïîíà-
â§àòè. Òî çíà÷è äà ñå íà ïîjåäèíà÷íè áàçèñíè âåêòîð
ìîãó íàìåòíóòè ãðàíè÷íè óñëîâè ñàìî ó ñëó÷àjó îíèõ
ïîëèãîíàëíèõ îáëèêà êîjèì ñå ðàâàí ìîæå ïîïëî÷àòè
áåç ïðàçíèíà, à òî ñó òðîóãëîâè, êâàäðàòè è øåñòîóãëî-
âè. Äîäàòíî, êàêî øåñòîóãàîíà ðåøåòêà èìà åëåìåíòàð-
íó Âèãíåð-Çàjöîâó £åëèjó ñàñòàâ§åíó îä äâà òèïà ÷âî-
ðîâà, îâî íàìåòà»å ãðàíè÷íèõ óñëîâà íå£å áèòè ìîãó-
£å ó ñâèì èðåäóöèáèëíèì ðåïðåçåíòàöèjàìà, âå£ ñàìî ó
îíèì ó êîjèìà ñó îâà äâà ÷âîðà åêâèâàëåíòíà. Ó îñòàëèì
ñëó÷àjåâèìà ñå ãðàíè÷íè óñëîâè íàìå£ó ëèíåàðíèì êîì-
áèíàöèjàìà âåêòîðà âèøåñòðóêèõ èðåäóöèáèëíèõ êîì-
ïîíåíàòà, øòî jå ñëó÷àj ñà êðóæíèì ðåçîíàòîðîì êîä
êîjåã jå áàçèñ ó ïîëàðíèì êîîðäèíàòàìà äàò ïðåêî öè-
ëèíäðè÷íèõ Áåñåëîâèõ ôóíêöèjà ïðâå âðñòå. Îâå ôóíê-
öèjå ñó, èàêî îñöèëàòîðíå, íåïåðèîäè÷íå, ïà £å òàêâå
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áèòè è òàëàñíå ôóíêöèjå ñà ñèìåòðèjîì Cnv çà n > 4.
Çáîã òîãà £åìî ñå ó äà§åì ðàäó ôîêóñèðàòè ñïåöèjàëíî
íà òðîóãàîíè, êâàäðàòíè è êðóæíè ðåçîíàòîð.

Ó ñëó÷àjó òðîóãàîíîã ðåçîíàòîðà, âèñèíå òðîóãëà
jåäíàêå h, íàìåòà»å ãðàíè÷íèõ óñëîâà äàjå ïî äâà áàçè-
ñíà âåêòîðà èç ñâàêå jåäíîäèìåíçèîíàëíå èðåäóöèáèëíå
ðåïðåçåíòàöèjå:

f
A0,s

k1,2 (x1,2) = 1
3

(
sin
(
x (2p+3q)π

h

)
cos
(
y q
√

3π
h

)
− sin

(
xpπh

)
cos
(
y (p+2q)

√
3π

h

)
− sin

(
x (p+3q)π

h

)
cos
(
y (p+q)

√
3π

h

))
,

f
A0,c

k1,2 (x1,2) = 1
3

(
cos
(
x (2p+3q)π

h

)
cos
(
y q
√

3π
h

)
+ cos

(
xpπh

)
cos
(
y (p+2q)

√
3π

h

)
+ cos

(
x (p+3q)π

h

)
cos
(
y (p+q)

√
3π

h

))
,

f
B0,s

k1,2 (x1,2) = 1
3

(
sin
(
x (2p+3q)π

h

)
sin
(
y q
√

3π
h

)
+ sin

(
xpπh

)
sin
(
y (p+2q)

√
3π

h

)
− sin

(
x (p+3q)π

h

)
sin
(
y (p+q)

√
3π

h

))
,

f
B0,c

k1,2 (x1,2) = 1
3

(
cos
(
x (2p+3q)π

h

)
sin
(
y q
√

3π
h

)
− cos

(
xpπh

)
sin
(
y (p+2q)

√
3π

h

)
+ cos

(
x (p+3q)π

h

)
sin
(
y (p+q)

√
3π

h

))
,

(13)

äîê ñå ó ñëó÷àjó äâîäèìåíçèîíàëíå ðåïðåçåíòàöèjå óñëî-
âè ìîãó íàìåòíóòè íà äâà íà÷èíà çà ñâàêè âåêòîð èç
ðåïðåçåíòàöèjå. Ó ñëó÷àjó E+

1 ðåïðåçåíòàöèjå ñå äîáèjà:

f
E+

1 ,s1
k1,2 (x1,2) = 1

3

(
sin
(
x (2p+3q+1)π

h

)
cos
(
y (3q+1)π

h
√

3

)
− sin

(
x (p+3q+1)π

h

)
cos
(
y (3p+3q+1)π

h
√

3

)
− sin

(
xpπh

)
cos
(
y (3p+6q+2)π

h
√

3

))
,

f
E+

1 ,c1
k1,2 (x1,2) = 1

3

(
cos
(
x (2p+3q+1)π

h

)
cos
(
y (3q+1)π

h
√

3

)
+ cos

(
x (p+3q+1)π

h

)
cos
(
y (3p+3q+1)π

h
√

3

)
+ cos

(
xpπh

)
cos
(
y (3p+6q+2)π

h
√

3

))
,

f
E+

1 ,s2
k1,2 (x1,2) = 1

3

(
sin
(
x (2p+3q+2)π

h

)
cos
(
y (3q+2)π

h
√

3

)
− sin

(
x (p+3q+2)π

h

)
cos
(
y (3p+3q+2)π

h
√

3

)
− sin

(
xpπh

)
cos
(
y (3p+6q+4)π

h
√

3

))
,

f
E+

1 ,c2
k1,2 (x1,2) = 1

3

(
cos
(
x (2p+3q+2)π

h

)
cos
(
y (3q+2)π

h
√

3

)
+ cos

(
x (p+3q+2)π

h

)
cos
(
y (3p+3q+2)π

h
√

3

)
+ cos

(
xpπh

)
cos
(
y (3p+6q+4)π

h
√

3

))
,

(14)

à ó ñëó÷àjó E−1 :

f
E−

1 ,s1
k1,2 (x1,2) = 1

3

(
sin
(
x (2p+3q+1)π

h

)
sin
(
y (3q+1)π

h
√

3

)
(15)

− sin
(
x (p+3q+1)π

h

)
sin
(
y (3p+3q+1)π

h
√

3

)
+ sin

(
xpπh

)
sin
(
y (3p+6q+2)π

h
√

3

))
,

f
E−

1 ,c1
k1,2 (x1,2) = 1

3

(
cos
(
x (2p+3q+1)π

h

)
sin
(
y (3q+1)π

h
√

3

)
+ cos

(
x (p+3q+1)π

h

)
sin
(
y (3p+3q+1)π

h
√

3

)
− cos

(
xpπh

)
sin
(
y (3p+6q+2)π

h
√

3

))
,

f
E−

1 ,s2
k1,2 (x1,2) = 1

3

(
sin
(
x (2p+3q+2)π

h

)
sin
(
y (3q+2)π

h
√

3

)
− sin

(
x (p+3q+2)π

h

)
sin
(
y (3p+3q+2)π

h
√

3

)
+ sin

(
xpπh

)
sin
(
y (3p+6q+4)π

h
√

3

))
,

f
E−

1 ,c2
k1,2 (x1,2) = 1

3

(
cos
(
x (2p+3q+2)π

h

)
sin
(
y (3q+2)π

h
√

3

)
+ cos

(
x (p+3q+2)π

h

)
sin
(
y (3p+3q+2)π

h
√

3

)
− cos

(
xpπh

)
sin
(
y (3p+6q+4)π

h
√

3

))
. (16)

Áðîjåâè p è q ñó ïðèðîäíè áðîjåâè èëè íóëà.
Ó ñëó÷àjó C4v ñèìåòðèjå ñå íà ñëè÷àí íà÷èí äîáè-

jàjó áàçèñíè âåêòîðè. Ó ñëó÷àjó jåäíîäèìåíçèîíàëíèõ
ðåïðåçåíòàöèjà âåêòîðè ñó jåäíàêè:

fA0,s
k1,2 (x1,2) = 1

2

(
cos
(
x (2q+1)π

a

)
cos
(
y (2(p+q)+1)π

a

)
+ cos

(
x (2(p+q)+1)π

a

)
cos
(
y (2q+1)π

a

))
,

fA0,c
k1,2 (x1,2) = 1

2

(
cos
(
x 2qπ

a

)
cos
(
y 2(p+q)π

a

)
+ cos

(
x 2(p+q)π

a

)
cos
(
y 2qπ

a

))
,

fB0,s
k1,2 (x1,2) = 1

2

(
sin
(
x 2qπ

a

)
sin
(
y 2(p+q)π

a

)
− sin

(
x 2(p+q)π

a

)
sin
(
y 2qπ

a

))
,

fB0,c
k1,2 (x1,2) = 1

2

(
sin
(
x (2q+1)π

a

)
sin
(
y (2(p+q)+1)π

a

)
− sin

(
x (2(p+q)+1)π

a

)
sin
(
y (2q+1)π

a

))
,

fA2,s
k1,2 (x1,2) = 1

2

(
cos
(
x (2q+1)π

a

)
cos
(
y (2(p+q)+1)π

a

)
− cos

(
x (2(p+q)+1)π

a

)
cos
(
y (2q+1)π

a

))
,

fA2,c
k1,2 (x1,2) = 1

2

(
cos
(
x 2qπ

a

)
cos
(
y 2(p+q)π

a

)
− cos

(
x 2(p+q)π

a

)
cos
(
y 2qπ

a

))
,

fB2,s
k1,2 (x1,2) = 1

2

(
sin
(
x 2qπ

a

)
sin
(
y 2(p+q)π

a

)
+ sin

(
x 2(p+q)π

a

)
sin
(
y 2qπ

a

))
,

fB2,c
k1,2 (x1,2) = 1

2

(
sin
(
x (2q+1)π

a

)
sin
(
y (2(p+q)+1)π

a

)
+ sin

(
x (2(p+q)+1)π

a

)
sin
(
y (2q+1)π

a

))
,(17)
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à ó ñëó÷àjó äâîäèìåíçèîíàëíå ðåïðåçåíòàöèjå jåäíàêè:

f
E±

1 ,s

k1,2 (x1,2) = 1
2

(
sin
(
x 2qπ

a

)
cos
(
y (2(p+q)+1)π

a

)
± i cos

(
x (2(p+q)+1)π

a

)
sin
(
y 2qπ

a

))
,

f
E±

1 ,c

k1,2 (x1,2) = 1
2

(
sin
(
x (2q+1)π

a

)
cos
(
y 2(p+q)π

a

)
± i cos

(
x 2(p+q)π

a

)
sin
(
y (2q+1)π

a

))
.(18)

Áðîjåâè p è q è îâäå óçèìàjó âðåäíîñòè èç ñêóïà ïðè-
ðîäíèõ áðîjåâà è íóëå, à a jå äóæèíà ñòðàíèöå êâàäðàòà.
Çà âèøå äåòà§à î íàìåòà»ó ãðàíè÷íèõ óñëîâà ïîãëåäà-
òè [2].

Îâè âåêòîðè îïèñójó êàêî êîìïîíåíòå åëåêòðîìàã-
íåòíîã ïî§à, òàêî è êîìïîíåíòå ñòðójå. Çà àíàëèçó ìî-
äîâà çà îñöèëîâà»å £åìî ñå ôîêóñèðàòè íà îïèñ êîìïî-
íåíàòà ñòðójå. Ñòðójó £åìî ïîäåëèòè íà äâå êîìïîíåíòå,
ïàðàëåëíó ñ èâèöîì ïîëèãîíà è íîðìàëíó íà èâèöó ïî-
ëèãîíà. Ïàðàëåëíà êîìïîíåíòà ñòðójå ìîæå äà ñå ðàçëà-
æå è ó s è ó c áàçèñó, äîê íîðìàëíà êîìïîíåíòà ïîñòîjè
ñàìî ó s áàçèñó. Ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó êàäà jå ðåçîíàòîð
ðåàëèçîâàí ó îáëèêó ïîëèãîíàëíå ëèíèjå, îðòîãîíàëíà
êîìïîíåíòà ñòðójå ñå ìîæå çàíåìàðèòè, à ïàðàëåëíà ñå
ðåäóêójå ñàìî íà c áàçèñ.

V ÓÒÈÖÀJ ÃÓÁÈÒÀÊÀ ÍÀ ÑÏÅÊÒÀÐ
ÐÅÇÎÍÀÒÎÐÀ

Ó êîëèêî áèñìî óáàöèëè áàçèñíå âåêòîðå äîáèjåíå ó
ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó ó õîìîãåíó jåäíà÷èíó êðåòà»à çà
åëåêòðîìàãíåòíî ïî§å, äîáèëè áèñìî óñëîâ íà ôðåêâåí-
öèjó ñëîáîäíîã åëåêòîðìàãíåòíîã òàëàñà è îâå ôðåêâåí-
öèjå ñó jåäíàêå:(

ωC3v
0

)2

=
4π2

3h2

(
q2 + 3pq + 3p2

)
,(

ωC4v
0

)2

=
π2

a2

(
ξ2 + ψ2

)
, (19)

ãäå jå ξ = 2q èëè ξ = 2q + 1 è ψ = 2(p + q) èëè
ψ = 2(p+ q) + 1 ó çàâèñíîñòè îä ðåïðåçåíòàöèjå.

Ó ïðèñóñòâó ãóáèòàêà óñëåä îòïîðíîñòè ïðîâîäíèõ
ñëîjåâà è ïðîâîäíîñòè ìàòåðèjàëà îä êîjåã jå ïëî÷è-
öà èçðà¢åíà, ðåçîíàíòíå ôðåêâåíöèjå £å áèòè ñíèæåíå.
Ñàì ðåçîíàòîð £åìî àïðîêñèìèðàòè êîëîì ñà ñëèêå 1.

L R

C

G

Ñëèêà 1: Àïðîêñèìàòèâíî êîëî çà ìîäåëîâà»å ãóáèòàêà ó

ðåçîíàòîðó.

Àïðîêñèìàòèâíå âðåäíîñòè åëåìåíàòà êîëà ñó:

C =
S

d
, G = σC , R =

ρ

ω2
0S

, L =
d

ω2
0S

. (20)

Êàïàöèòåò C è ïðîâîäíîñò G çàâèñå èñê§ó÷èâî îä ãåî-
ìåòðèjå ðåçîíàòîðà è ñïåöèôè÷íå ïðîâîäíîñòè äèåëåê-
òðèêà σ îä êîã jå ïëî÷èöà ñàñòàâ§åíà è ðàñòó ñ ïîâå£à-
»åì ïîâðøèíå ðåçîíàòîðà S. Îòïîðíîñò R çàâèñè êàêî
îä ãåîìåòðèjå ðåçîíàòîðà è îòïîðíîñòè ïðîâîäíîã ñëîjà
ρ, òàêî è îä ïðîñòîðíå ðàñïîäåëå ñòðójà, îäíîñíî òàëà-
ñíå äóæèíå ìîäà çà îñöèëîâà»å. Èíäóêòèâíîñò L òàêî¢å
çàâèñè îä ãåîìåòðèjå ðåçîíàòîðà è òàëàñíå äóæèíå ìîäà
çà îñöèëîâà»å è ðàñòå ñ ïîâå£à»åì äåá§èíå äèåëåêòðè-
êà d. Àíàëèçîì êîëà ñå äîáèjà äà jå íîâà ðåçîíàíòíà
ôðåêâåíöèjà ñà óðà÷óíàòèì ãóáèöèìà:

ω =

√
ω2

0 −
1

2

(
σ2 +

ρ2

d2

)
. (21)

Ðåçîíàíòíà ôðåêâåíöèjà jå èìàãèíàðíè äåî ïîëà ïðîïà-
ãàòîðà ôóíêöèjà ñòà»à ó ñâîjñòâåíîì áàçèñó òàíãåíòíîã
ïðîñòîðà, ó îâîì ñëó÷àjó ïðîñòîðà òàíãåíòíîã íà âðåìå.

VI ÍÀÐÓØÅ�Å ÑÈÌÅÒÐÈJÅ ÐÅÇÎÍÀÒÎÐÀ

Äà áèñìî êîíòðîëèñàíî óêëîíèëè äåãåíåðàöèjó ôðå-
êâåíöèjå óíóòàð äâîäèìåíçèîíàëíèõ èðåäóöèáèëíèõ
ïîäïðîñòîðà äåôîðìèñà£åìî ðåçîíàòîð äóæ ïðàâöà ïîä
ïðîèçâî§íèì óãëîì φ ó ðàâíè ðåçîíàòîðà. Ïîñòîjå äâà
ãëàâíà ïðèñòóïà ðåøàâà»ó jåäíà÷èíà çà äåôîðìèñàíè
ðåçîíàòîð. Ïðâè jå äà ñå ïðîìåíå ãðàíè÷íè óñëîâè òàêî
äà îäãîâàðàjó äåôîðìèñàíîì ðåçîíàòîðó ó ñòàðèì êîîð-
äèíàòàìà, à äðóãè jå äà ñå ñòàðå êîîðäèíàòå ðåñêàëèðàjó
òàêî äà ñå ãðàíè÷íè óñëîâè äåôîðìèñàíîã ðåçîíàòîðà
ïîêëîïå ñà ãðàíè÷íèì óñëîâèìà èç áàçèñà, àëè äà ñå
åôåêòèâíî ïðîìåíè jåäíà÷èíà ñòà»à ðåçîíàòîðà. Îâàj
äðóãè ïðèñòóï jå ìíîãî jåäíîñòàâíèjè çà ðàä, áóäó£è äà
ñìî öåëó ïðîñöåäóðó êîíñòðóèñàëè òàêî äà ó »ó óãðà-
äèìî ãðàíè÷íå óñëîâå, à äîäàòíè ñàáèðöè ó jåäíà÷èíè
ñòà»à îñöèëàòîðà ñå ìîãó èíòåðïðåòèðàòè êàî ìàëå ïåð-
òóðáàöèjå ïî ïàðàìåòðó äåôîðìàöèjå. Ó òó ñâðõó £åìî
óâåñòè îïåðàòîð ðåñêàëèðà»à êîîðäèíàòà êàî:

∂′i = Dφ(ε)i
j∂j = (R(φ)D0(ε)R(−φ))i

j∂j

=

(
1 + ε cos2(φ) ε sin(φ) cos(φ)
ε sin(φ) cos(φ) 1 + ε sin2(φ)

)
i

j

∂j . (22)

Ïàðàìåòàð ε jå ïàðàìåòàð ðåñêàëèðà»à êîîðäèíàòà êîjè
åôåêòèâíî äåôîðìèøå ðåçîíàòîð. Íîâà jåäíà÷èíà ñòà-
»à ðåçîíàòîðà ñå ðàçëèêójå îä ñòàðå jåð ñàäà Ëàïëàñèjàí
ó ðàâíè ðåçîíàòîðà ïîñòàjå:

∂′i∂
′i = ∂i∂

i − ε(2 + ε) (cos(φ)∂x + sin(φ)∂y)
2
. (23)

Äîäàòíè ñàáèðàê ε(2 + ε) (cos(φ)∂x + sin(φ)∂y)
2
ðàçáèjà

äåãåíåðàöèjó óíóòàð èðåäóöèáèëíèõ ïîäïðîñòîðà, ïà ñå
ïðâå ïîïðàâêå ôðåêâåíöèjà ìîãó äîáèòè äèjàãîíàëèçà-
öèjîì »åãîâå ìàòðè÷íå ðåïðåçåíòàöèjå ó èðåäóöèáèë-
íîì ïîäïðîñòîðó. Àêî ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè ïîïðàâêå
ó èðåäóöèáèëíîì ïîäïðîñòîðó îçíà÷èìî ñà ∆i

µ,tµ(ε, φ),
ãäå jå µ áðîjà÷ ðåïðåçåíòàöèjå, tµ áðîjà÷ ïîjàâ§èâà»à
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µ-òå ðåïðåçåíòàöèjå è i ïðåáðîjàâà ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè
ïîïðàâêå óíóòàð (µ, tµ)-òîã èðåäóöèáèëíîã ïîäïðîñòî-
ðà, ôðåêâåíöèjå ìîäîâà ïîñòàjó

ω =

√
ω2

0 −∆i
µ,tµ(ε, φ)− 1

2

(
σ2 +

ρ2

d2

)
. (24)

Êàäà ïðîjåêòójåìî ðåçîíàòîð, äèìåíçèjå ïðèëàãî¢à-
âàìî òàêî äà ïðîïóñíè îïñåã îäãîâàðà ôðåêâåíöèjàìà
èç íàjíèæå äâîäèìåíçèîíàëíå èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåí-
òàöèjå, à äà îñòàëå ôðåêâåíöèjå áóäó ïîòèñíóòå. Çáîã
òîãà £åìî ñå ôîêóñèðàòè ñàìî íà ïðâè äâîäèìåíçèîíàë-
íè èðåäóöèáèëíè ïîäïðîñòîð. Ó ñëó÷àjó òðîóãàîíîã ðå-
çîíàòîðà îâà ðåïðåçåíòàöèjà îäãîâàðà ïàðàëåëíîj êîì-
ïîíåíòè ñòðójå ó c áàçèñó E±,11 è ïîïðàâêà jå jåäíàêà:

∆0,1 =
ε(2 + ε)

h2

(
32π2+81 cos(2φ)

48 − 27
16 sin(2φ)

− 27
16 sin(2φ) 32π2−81 cos(2φ)

48

)
,

=⇒ ∆±0,1 =
ε(2 + ε)

h2

(
2π2

3
± 27

16

)
. (25)

Âèäèìî äà ïîïðàâêà îâäå íå çàâèñè îä óãëà ïîä êîjèì
ñå âðøè äåôîðìàöèjà.

Ó ñëó÷àjó êâàäðàòíîã ðåçîíàòîðà ñå ïîíîâî íàjíèæè
äåãåíåðèñàíè ñïåêòàð äîáèjà çà ïàðàëåëíó êîìïîíåíòó
ñòðójå ó c áàçèñó ðåïðåçåíòàöèjå E±1 . Çà êîìïîíåíòå ïî-
ïðàâêå äîáèjàìî:

∆0,1 =
ε(2 + ε)π2

a2

(
cos2(φ) 0

0 sin2(φ)

)
. (26)

Âèäèìî äà jå ïîïðàâêà äèjàãîíàëíà è äà ðàçáèjà äåãå-
íåðàöèjó ó ïðâîì ðåäó êàäà ñå äåôîðìàöèjà íå âðøè ïî
äèjàãîíàëè êâàäðàòà, à äà jå ðàçäâàjà»å ôðåêâåíöèjà
íàjèçðàæåíèjå êàäà ñå êâàäðàò èçäóæójå ó ïðàâîóãàî-
íèê.

Êðóæíè ðåçîíàòîð jå ñïåöèôè÷àí ïî òîìå øòî ñå
»åãîâà àíàëèçà ìîæå èçâðøèòè ïðåëàñêîì ó ïîëàðíå
êîîðäèíàòå ó êîjèìà ãðàíè÷íè óñëîâ íå çàâèñè îä óãëà.
�åãîâà ãðóïà ñèìåòðèjå jå ëèìåñ áåñêîíà÷íîã n, C∞v,
îäíîñíî ãðóïà öèêëè÷íèõ ðîòàöèjà ïðåëàçè ó ãðóïó êîí-
òèíóàëíèõ ðîòàöèjà C∞ → SO(2), ÷èjà jå óíèâåðçàë-
íî íàòêðèâàjó£à ãðóïà U(1). Òàáëèöà èðåäóöèáèëíèõ
ðåïðåçåíòàöèjà ãóáè ñðåä»ó âðñòó jåð An/2 è Bn/2 ðå-
ïðåçåíòàöèjå íèñó äåôèíèñàíå, âåêòîðè ó B0 ðåïðåçåí-
òàöèjè ñó jåäíàêè íóëè, òàêî äà îñòàjå ñàìî jåäíà jåä-
íîäèìåíçèîíàëíà èðåäóöèáèëíà ðåïðåçåíòàöèjà A0, äîê
ó ïîñëåä»îj âðñòè áðîjà÷ äâîäèìåíçèîíàëíèõ èðåäóöè-
áèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà m áðîjè äî áåñêîíà÷íîñòè, à ïà-
ðàìåòàð ϕ = 2π

n k ïîñòàjå êîíòèíóàëàí. Áàçèñíè âåêòîðè
ñó:

fA0

k (r, ϕ) = J0(kr) , f
E±
m

k (r, ϕ) = Jm(kr)e±imϕ . (27)

Êàî è äî ñàäà, ïîñòîjè s è c áàçèñ, òàêàâ äà jå ó s áàçèñó
âðåäíîñò Áåñåëîâå ôèíêöèjå íà ãðàíèöè jåäíàêà íóëè, à
ó c áàçèñó jå âðåäíîñò ïðâîã èçâîäà Áåñåëîâå ôóíêöèjå
íà ãðàíèöè jåäíàêà íóëè. Ôðåêâåíöèjà (k,m)-òîã ìîäà
èäåàëíîã ðåçîíàòîðà jå jåäíàêà ω0 = k.

Ñòðóêòóðà îïåðàòîðà ïîïðàâêå íàì óêàçójå äà jå ñïî-
ñîáàí äà óêëîíè äåãåíåðàöèjó ñàìî óíóòàð E±1 ðåïðåçåí-
òàöèjå, jåð ñàäðæè ñàìî ñàáèðêå e±2iϕ è e0iϕ. Ðàíèjå ó

ñëó÷àjó êâàäðàòà è òðîóãëà íèñìî ïðèìåòèëè îâó îñî-
áèíó, jåð ñå òàìî íèñó ïîjàâ§èâàëå äâîäèìåíçèîíàëíå
ðåïðåçåíòàöèjå ðåäà âå£åã îä 1. Ôðåêâåíöèjå ó îñòàëèì
äâîäèìåíçèîíàëíèì ðåïðåçåíòàöèjàìà îñòàjó äåãåíåðè-
ñàíå è áèâàjó ñàìî ïîìåðåíå êàî ïîñëåäèöà äåôîðìàöè-
jå. Íà èñòè íà÷èí ñå ïîìåðàjó è ôðåêâåíöèjå óíóòàð A0

ðåïðåçåíòàöèjå. Îâàj ïîìåðàj ôðåêâåíöèjå jå jåäíàê:

∆±k,m6=1 = ε(2 + ε)
k2

2
. (28)

Ó ñëó÷àjó ðåïðåçåíòàöèjå E±1 äåãåíåðàöèjà ñå óêëà»à è
ïîìåðàjè ôðåêâåíöèjå ñó jåäíàêè:

∆±k,1 = ε(2 + ε)
k2

2
(29)

±ε(2 + ε)

4

(
k2 +

J2
1 (kR)

R2 (J2
1 (kR)− J0(kR)J2(kR))

)
,

ãäå jå R ïîëóïðå÷íèê ðåçîíàòîðà. Íàjíèæå ôðåêâåíöèjå
ó ñïåêòðó è îâîã ïóòà ïðèïàäàjó äâîäèìåíçèîíàëíîj ðå-
ïðåçåíòàöèjè E1 ó c áàçèñó, ãäå jå kR ≈ 1.8412. Î÷åêèâà-
íî, çáîã SO(2) ñèìåòðèjå êðóãà, ïîïðàâêå ôðåêâåíöèjà
íå çàâèñå îä óãëà ïîä êîjèì ñå âðøè äåôîðìàöèjà.

Çà âèøå äåòà§à î ïðèìåíè ñèìåòðèjå è ìåõàíèçìèìà
è ïîñëåäèöàìà »åíîã íàðóøå»à ïîãëåäàòè [3].

VII ÇÀÊ�Ó×ÀÊ

Ìîäîâè ó c áàçèñó E1 ðåïðåçåíòàöèjå ñó óâåê èìàëè
íàjíèæó ôðåêâåíöèjó, òàêî äà ðåçîíàòîðó òðåáà îãðàíè-
÷èòè ïðîïóñíè îïñåã ñàìî ñà ãîð»å ñòðàíå. Îâäå ìîæå-
ìî äà èçâðøèìî ïîðå¢å»å ôðåêâåíöèjà äåñåòîã ìîäà çà
îñöèëîâà»å èäåàëíèõ ðåçîíàòîðà ñà ñâå òðè ãåîìåòðèjå
è ïîêàæåìî äà ñà ïîâå£à»åì ñèìåòðèjå (ïîðàñòîì n),
ñïåêòàð ðåçîíàíòíèõ ôðåêâåíöèjà ïîñòàjå ãóø£è, ïà jå
òàêî çà h = a = 2R = 1:

ω∆
10 ≈

√
250 , ω�

10 ≈
√

168 , ω◦10 ≈
√

114 . (30)

Òàêî¢å jå îäíîñ èçìå¢ó ôðåêâåíöèjà ó ïðâîì äåãåíåðè-
ñàíîì ñïåêòðó è ôðåêâåíöèjå ïðâå ñëåäå£å ìîäå ó ñïåê-
òðó îïàäàjó£è ñà ïîðàñòîì ñèìåòðèjå è èçíîñè

√
3 çà

òðîóãàíè,
√

2, çà êâàäðàòíè, è ïðèáëèæíî 1.31 çà êðó-
æíè ðåçîíàòîð. Îäàòëå ñëåäè äà jå òðîóãàîíà ãåîìå-
òðèjà íàjïîâî§íèjà çà êîíñòðóêöèjó ðåçîíàòîðà ñà äâå
áëèñêå ðåçîíàíòíå ó÷åñòàíîñòè, jåð òðîóãàîíè ðåçîíàòîð
èìà íàjðàçðå¢åíèjè ñïåêòàð.
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