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Osnovi teorije diferencnih jednacina sa
primenom na analizu svojstava nanostruktura

Akademik, prof. dr Jovan P. Setrajéi¢,

prof. dr Vjekoslav D. Sajfert i prof. dr Sini§a M. Vucenovi¢

Apstrakt— Trend naglog razvoja nanotehnologija je
uzrokovan otkri¢ima da nanostrukture poseduju fizicke karakte-
ristike koje se znatno razlikuju od istih koje poseduju strukture
velikih dimenzija (balk). Nanostrukture karakteriSe i serija kva-
litativno sasvim novih i izmenjenijih efekata. Npr. superkon-
duktivne, termoizolacione, akusticke i druge osobine koje
karakteriSu nanomaterijale su bolje ili sasvim drugacije od onih
u balk-strukturi. Posebno je intrigantna potencijalna primena u
inoviranoj farmaciji i medicini uopS$te. Na neki na¢in nanostruk-
turni efekti su povezani sa efektima u masivnoj strukturi sli¢no
kao $to su povezani kvantni i klasi¢ni efekti. Teorijsko izuca-
vanje balk-stuktura uglavnom zahteva resavanje diferencijalnih
jednacina sa kontinualnim promenljivama. U istraZivanju meha-
nizama u nanostrukturama, Kkoji su vinovnici drasti¢nih izmena
njihovih svojstava, pojavljuju se diferencne jednacine, ali sa
koeficijentima koji zavise od prostornih koordinata zbog neop-
hodnosti da se obracunaju dimenzioni — kvantni i grani¢ni
(konfajnment) uslovi, kao i uticaj vakancija i primesa. Zbog tog
uvecanog interesovanja i velikih iS¢ekivanja za korist od novo-
otkrivenih efekata, a posebno zbog nerazvijene teorije, mi smo
ovde izlozili teoriju koja ima za cilj da prezentuje tehniku izra-
¢unavanja diferencnih jednacina i da to demonstrira na seriji
primena u analizama razli¢itih — otkrivenih i jo§ neotkrivenih
fizickih svojstava nanostruktura.

Kljuéne re¢i—diferencne jednadine; dimenziona kvantizacija,
konfajnment efekti, fizicka svojstva nanostruktura.

I. Uvop

Fizika nanostruktura dozivljava intenzivan razvoj i
predstavlja jedan od udarnih frontova istraZivanja u savreme-
noj fizici [1-5]. Osnovni matematicki instrument teorijskih
proracuna osobina nanostuktura je diferencni racun. U skladu
sa ovim, ovu prezentaciju posvecujemo diferencnom racunu i
njegovoj primeni na analize struktura sa narusenom translaci-
onom simetrijom.

Osnovni trend ovde je isticanje operacionih racunskih mo¢i
diferencnog racuna. Zbog toga su i pri izlaganju osnova
diferencnog racuna i u nizu njegovih primena na nanostruk-
ture, najcesce koriSc¢eni translacioni operatori. Preko njih se
najbrze dolazi do Zeljenog rezultata. Udarni deo izlaganja je,
zbog toga, posvecen iskljucivo diferencnom racunu i on je
operativan, bez matematickih fundamenata tipa korolara,
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teorema i komplikovanih dokaza (koji se mogu naci u litera-
turi, npr. [6-11]).

Manji deo sadrzi primene diferencnog racuna u analizi
fizikih pojava u sistemima sa naru$enom simetrijom, tacnije
primenu te metodologije na ispitivanje nanostruktura koje su
translaciono invarijantne. Uglavnom je koris¢en metod Grino-
vih funkcija (GF) zbog toga S§to je ovaj metod samousaglaSen,
tj. on resava i dinamiku i termodinamiku problema.

Treba naglasiti da je ovde razvijena posebna metodologija
izraCunavanja GF u uslovima naruSene simetrije, pri ¢emu
ovo naruSenje simetrije moze biti duz jednog, dva pravca i
duz sva tri prostorna pravca. Problem izracunavanja GF struk-
tura sa naruSenom simetrijom je u tome Sto one zavise od pro-
stornih promenljivih ponaosob, a ne od njihove razlike, kao
$to je to kod struktura idealne simetrije, gde GF zavisi od
razlike prostornih promenljivih, a zbog homogenosti sredine
pri raunima se moze koristiti zakon odrzanja impulsa [12—
14]. Ovaj zakon ne vazi za strukture sa narusenom simetrijom,
Sto unosi glavnu matemati¢ku poteskocu. Ovde je to prevazi-
deno reprezentacijom stojecih talasa za Kronekerov simbol,
umesto ravnih talasa kao za analize balk-struktura.

Jedan od najznacajnijih uspeha u analizi naruSene simetrije
u strukturama sa vodoni¢nim vezama je objasnjenje Krik-Vot-
sonove teorije [15] o raspadu DNK dvostrukog lanca i
objasnjenje daljeg ponasanja dva DNK makromolekula dobi-
jena u ovom procesu. Analize difuzije eksitona u nanofilmo-
vima [16,17] ukazuju na tac¢nost Sent Perdijevih ideja [18] da
eksitonski mehanizam igra znaCajnu ulogu u transportu
elektromagnetne energije kroz biostrukture [19]. Analize
elektrona u provodnim nanofilmovima i u kvantnim gredama
[20,21] predstavljaju dokaz egzistencije skin-efekta. Rezultat
od velikog prakti¢nog interesa je postojanje energijskog gepa
u fononskom spektru ultratankog filma [22,23]. Poznato je da
fononi u balk-strukturama nemaju gep, pa pojava u
ultratankom filmu, koji je za troslojni film reda preko 100 kg,
navodi na ideju da bi on mogao da bude superprovodan i
preko 100 K.

II. ELEMENTI DIFERENCNOG RACUNA

Diferencije i diferencne jednadine pojavljuju se u pre-
brojivim skupovima varijabli ([6—12]). Poznato je da se u
skupovima kontinualnih varijabli pojavljuju diferencijali i
diferencijalne jednacine i ta teorija je mnogo razradenija od
teorije diferencnih jednaina. S'druge strane, diferencne
jednacine su blize praksi, narocito kada se radi o problemima
vezanim za kristalnu nanostrukturu. U krajnjem, celokupna
materija u prirodi je diskretan entitet, pa je prirodno da se u
njenom izucavanju koriste diskretne zakonitosti sa diskretnim
veli¢inama.
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Po analogiji sa izvodima u neprebrojivim skupovima, koje
¢emo zvati kontinualnim izvodima, uves¢emo diskretne izvo-
de u prebrojivim skupovima. Probleme reSavanja diferencnih
jednacina vezaemo za probleme reSavanja diferencijalnih
jednacina, da bismo koristili prilaze i postupke iz ove posle-
dnje, bolje razvijene oblasti.

A. Diferencije i diskretni izvodi

Kod diskretnih varijabli, prirastaj argumenta jednak je
jedinici, pa se ovaj prirastaj ne piSe u formulama. Formalna
oznaka za priraStaj argumenta koristi se samo da bi se znalo
po kojoj promenljivoj se diferencira.

Diskretan izvod funkcije diskretne promenljive n, dakle F,,,
definiSe se kao:

A
—F,=F,, -F, (IL1)

An

i on je linearan operator. Na osnovu toga mogu se potraziti i
visi izvodi, npr. za drugi izvod imamo:

A A A A
2 Fn :77Fn :7(Fn+l _Fn):
An An An An (11.2)
n+2 2Fn+l +F

— k= Z( l)( J j—e

Sada ¢emo potraziti diskretan izvod proizvoda dve funkcije:

AAFH -F H, -FH, =

n+l

=F.H,,-F,H +F, H -FH,
_F, AH, AF,
An " An

Medutim, vidljivo je da se ovo moze izraziti i kao:

~-F,H, =

n+l

—FH =F_ H,
An

=F_H,,

n+l

-FH,  +FH, —FH, =
AF AH

:Hrz+1 H+Fn ".
An An

Zbog toga se izvod proizvoda definiSe preko aritmeticke
sredine ova dva izraza, pa nakon sredivanja sledi:

A _y AF, L AH, A, AH, (L3)
" An An An
Drugi izvod proizvoda funkcija je onda jednak:
2 2 2
A —_F,H, HAIZ F”AHZ"+2AH"AF;
n’ An An An  An (11.4)
AF, NH, _AF,AH, NF,NH,
2 S+2 —t+— 5
An  An An An An® An

Zatim, potrebno je naci i izvod koli¢nika dve funkceije:
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AQ_FM_F _FuH,-FH,
AnH, H, H, H, .H,
(IL5)
FHIH -FH, -FH,_  +FH,
Hn+1H
H AF, _F AH,
_ An An_
H,.H,

n+l
I konacno, potrebno je naci izvod sloZene diskretne funkcije:

A F :AF(PH A(Dn

A ' (IL6)
An " Ag, An

B. Translacioni operatori i diskretna integracija
Pomocu translacionog operatora sa osobinama:

T.F,=F
ek (I1.7)

fk =(7A"1)k; (fk)n :f;lk’

moze se redefinisati diskretni izvod iz (II.1):

o
T =T,;

AF Fn+1
An

—F, =(f,-1)F,;

m

:A—F :(T 1) F =

An" "
:Z(_l)k[k] T;n k Fn+m ke

Uvodenje translacionih operatora korisno je u prvom redu
zbog toga Sto se pomocu njih moze definisati operacija diskre-

(IL8)

. oAl . .. .
tne integracije: 2, kao inverznu operaciju u odnosu na dis-

An
kretno diferenciranje Posto se diskretni izvod dobija prime-

nom operatora T1 —1 na funkciju diskretne promenljive F

ocigledno je da se primenom operatora (Tl —1)7 na tu istu
funkciju dobija njen diskretni integral:
A
An

2 F=(f-1)'F, (IL.9)

ali je sada potrebno naci odgovarajucu operativnu formulu za

~ —1 . . L.
operator: (T1 - 1) , posebno jer se moze napisati u dve forme:

Zbog ovoga i diskretni integral funkcije F, ima dve forme:
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" A = ' (IL.11a)
_anl +F‘r172 +Fn73 +
N Al o,
JZF;zz_ n :_ZTkF;zz
An v (IL11b)
= _Fn F;HI F;HZ

Ukoliko red iz (II.11a) ne konvergira, onda se moze koristiti
(II.11b) jer ¢e on konvergirati. Vazi i obrnuto.

Definisanje diskretnog integrala pomocu translacionih ope-
ratora pogodno je jer daje gotove recepte po kojima se mogu
izraCunavati. Metod raCuna sa translacionim operatorima
primenljiv je na eksponencijalne, logaritamske, trigonometrij-
ske i hiperboli¢ne funkcije, ali i na stepene funkcije. Kod ovih
poslednjih postoje izvesne specificnosti u racunu, na koje
¢emo posebno ukazati. Razmotricemo sada nekoliko diskret-
nih izvoda i diskretnih integrala navedenih tipi¢nih funkcija.

1) Eksponencijalna funkcija tipa: F, = A™; 4> 1; a > 0.
Diskretni izvod jednak je:

AAam :Aa(nH) _Aam :Aam(Aa _1), (Illz)
An

a diskretni integral, koris¢enjem (II.11a):

AT o "= J AT = A7 4 470D g
An (I1.13)
- o0 Alln
=4 { + Z( ﬂ =T
k=0

Za funkciju Ae™™; A>1; a >0, sa (IL11a) red bi bio
divergentan, zato se mora primeniti formula (II.11b):

An o (11.14)
o Ae™™
=—Ae (1+e +e % + )—— —
l-e
2) Logaritamska funkcija tipa: F, =log n.
Diskretni izvod ove funkcije je:
AlogAn =log 4(n+1)—log 4n =log n+l , (IL15)
An n
a diskretni integral ove funkcije ¢e biti:
A—l
~-log n=log,(n=1)+log,(n-2)+ (IL16)

+logA(n—3)+...+logA2=logA[(n—l)!]

3) Trigonometrijska funkcija tipa: F, =cosna.

Prema definiciji, diskretni izvod ove funkcije je:
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A
A—cosna =cos (n+1)a —cosna =
n

(I1.17)
=Ccosna cosa —sinna sina —cosna =
. a . ( 1)
=-2sin—sin| n+— |,
2 2
a njen diskretni integral se nalazi:
o »
A—cosom = (T1 - 1)'lcosa n= ZT,Hcosan =
An =
A oA s A oA oA 1 .
(P, +7, 47+ )2 o (F,+ T +T,3+...)Ee"“" =
1 ; ; 1
= Ee’(”‘l)“ (1+e"“ +e e +...)+ Ee"( a (1+e +e 4. )

U prvoj zagradi se uzme g — o —id, audrugoja — o +id,
pa se trazi grani¢na vrednost sume kada § — +0:

A71 1 ina 1 1 1 —ina jia 1
—Ccosan=—¢ —_— —+—¢€ —_— =
An 2 e’ 1-e™ 2 1-¢'“
1 (I1.18)
1 cos(n—1)a —cosna sin(n } Eja
=Re {ei”“ — } = = .
e -l 4sin® a 2 sin%

4) Hiperbolicna funkcija tipa: F, = cosh na.
Diskretni izvod ove funkcije nalazi se preko kombinacije
dve eksponencijalne funkcije:

A LA 1 A T
—coshna =——-¢ —e :f[e —-c
An 2 An 2 An

(IL.19)
el _ e’“"] = 2sinh < sinh[n + lj a
2 2

Diskretan integral ove funkcije mora se, takode nalaziti pre-
ko eksponencijalnih funkcija, ali za eksponencijalnu funkciju

sa pozitivnim predznakom mora se primeniti operator J,, dok

za onu sa negativnim predznakom J,:

A A1
—coshna=|—| —e
An An ' 2

(I1.20)

o i
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Sli¢nim postupkom mogu se odrediti diskretni izvodi i
diskretni integrali za funkciju tipa F, =sinh na:

ASinh na =2 sinh e cosh[n + l] a. (IL21)
A 2 2

n

-1

-1
A— sinhna = (2 sinh 02{) cosh (n - ;j a.  (1122)

An

5) Stepena funkcija tipa: F, =n"*; a > 0.
Diskretni izvod ove funkcije nalazi se preko definicije:

R (| e R :ﬂ-{l_(”ﬂ (1123)

A n+l

a diskretni integral obavezno se mora racunati pomocéu opera-

tora J,, jer bi se u ratunu pomocu operatora Jy, pojavili

singulariteti:
Afl ©
=2 -a —J —a _ T -a _
An ! kZ; < (11.24)
=n*+(n+1)" +(n+2)" +..= —i(n+k)’“.

k=0

Uslucajudaje: f, =n"; a >0, onda je diskretni izvod:

A Z(i] —1)71“ =(n+1)* —n“=(n +l)“{l—[nja} (IL.25)

M n+1

A za izraCunavanje diskretnog integrala mora primeniti ope-

ratora jlz
A . I
En“ =Jn*=>T, n" =(n—1)a +(n—2)(Z +...=
k=0
© n-1
=Y (n-gf ==3(1-q) (1.26)
g=1 g=1

(beskonacni red morao je da se “presece” za g =n ).

C. Diferencne jednacine prvog reda

U ovom delu posmatraéemo linearne diferencne jednacine
sa promenljivim koeficijentima.
1) Homogena linearna diferencna jednacina je tipa:
AY,

—*+aY =0.
An

(11.27)

Resavanje ove diferencne jednacine svodi se na nalazenje
rekurentnog obrasca sa jednom diferencijom:

Y,,-Y, +aY =0 = Y, =(-a,),

n+l1 n'n n+l =

a odatle:

Yi=(1-a,)Yy; Y, =(1-a)Y, =(1-a,) (1-a,)Y,; -

MO1.1 - Page 4 of 12

Y, = (l—ao)(l—al)(l—az)...(l—aH)YO =

n—1
YO H (1 - as )
s=0

2) Nehomogena linearna diferencna jednacina ima oblik:

A oy, =,
An

(IL.28)

(11.29)

i ona se reSava operatorskim putem:
(7:-1)+a,) v, =6, = v,=[f;-1)+q,]'s,. 30

Operator (f‘l - 1)+ a, MoZe se izraziti na dva nezavisna nacina:

oo e
e

) 1),

pa imamo i dve forme inverznih operatora:
5= o -1 o'
> (—l)k[(ﬁ —1)’lan]k (7 -1)".

x
Jy=)]
Posto operator 7 i multiplikativni operator a, ne komuti-

>

<

(IL31)

k=0

raju, imamo:
(f; - l)anF;'l = anHEHl - anEz;
an (fi - I)Fn = an (F;'Hl - F;«): anF;Hl - anF:z b

pa se stepeni iz (I1.29) moraju uzeti u formi:

o (1)) = a7~ 1)a,' (7, 1) (7 1)

k puta

(G-1)'a,] =G-1) 0,0 -1) e, 1) s,

k puta

Resenje jednacine (I1.27) dobija se primenom samo jednog od
operatora jl, odnosno jz i to onog koji primenjen na b,
daje konvergentan red. Znaci, reSenje jednacine (I11.30) je:

Yn = jlb

ili v,=J,b,. (11.32)

n’

Ako funkcije a i b ne zavise od promenljive n onda se ovim
operatorskim metodom relativno jednostavno mogu resiti ne-
homogene diferencne jednacine prvog reda. Ukoliko pak obe
funkcije @ i b zavise od promenljive n, reSenje je glomazno,
ali se i ono lako nalazi. Tu nam uvek pomoze smena funkcije:
AV, Ly M, AU, AU AZ (g3

An An

Y,=UZ, = Uiz

"M " An

jer se polazna jednacina (I1.29) uprosti: ona se reava po Z,,
a funkeiju U, odredimo tako da jednadina za Z, bude upro-

$¢éena. Zamenom smene u (I1.29) i deobom sa U , dobija se:

n’
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AU, \AZ AU b
1+L—” — 4 1 AU, ta, |Z,="2.
U, An | An U, An U,

Isadase U , odreduje da ,,otpadne® €lan uz Zn :

1 AU, AU,
T = _an = = _anUn =

U, An An
= Un+1 - Un = _anUn = U = (1 - an )Un s

n+l T

odnosno, zan=0,1, 2, ...:
U, :(1_‘10)[]0’
U, :(l_al)Ul =(1—U0)(1—a1)U0,
U, :(1_a2)U2 :(1_Uo)(l_a1)(l_a2)Uo’

n—1

U, =U,[](-a,)

k=0

Dalje ¢emo uzeti da je U =1, pa jednacina za Z, postaje:

(oa)s b 02, b 1

n n n

An U An

n n n

A\VA b 1
= _— =

n

-1
An l—an H(l—(lk)
Je=

0

Al b -l -l
z, =21 2 I TT0- C.
-z - Hoa] |

Nakon zamene u (I1.33), reSenje polazne jednacine je:

0 (1L34)
n—1 —1 b n—1 -1
+H(1‘“k)in{1_"a l0-a) }

D. Snizavanje reda diferencne jednacine drugog reda

U opstem slucaju, diferencne jednacine drugog reda sadrze
argument funkcije, diskretnu funkciju, prvi izvod diskretne
funkcije i drugi izvod diskretne funkcije.

Jedan od nacina re$avanja diferencnih jednadina drugog
reda je njihovo svodenje na diferencne jednacine prvog reda.
Red diferencne jednadine moze se sniziti ako u njoj figurisu
argument, kao i prvi i drugi diskretni izvod funkcije. Drugi
slu¢aj, kada je moguce snizavanje reda, predstavljaju
diferencne jednacine u kojima figuriSu funkcija diskretne
promenljive i njen prvi i drugi diskretni izvod.

Prvi pomenuti slucaj je zadat relacijom:

2
q{n, Jo 135)

An " Ap?

koja smenom:

MO1.1 - Page 5 of 12

AY AY A
_, A% _Ap,

An =P An® An’

prelazi u diferencnu jednacinu prvog reda:

®(np. 2] -0 (11.36)
An
Drugi pomenuti slucaj je jednacina ovog oblika:
2
wly AL A Yz o, 11.37)
An ~ An
I ovde se uzima ista smena: AY, ali se drugi izvod nalazi

An "
na sledeéi nacin:

NY, Np, AY,Ap, AY, Ap,  Ap,

An*  An AY, An A AY, "AY,’

¢ime (I1.35) prelazi u diferencnu jednacinu prvog reda:

Ap
Y| Y,p ,—=|=0.
("p"AYJ

n

(I1.38)

E. Linearne diferencne jednacine sa stalnim koeficijentima

1) Nehomogena linearna diferencna jednacina I reda

je oblika:

AY, Lay =, (I1.39)
1

aresSava se prema definiciji (I.1):

Y

n+l

-Y +aY, =0=7,

n+l _(l_a)Yn :0
i uvodenjem smene: Y, = x", pa sledi:

X" —(l—a)x” =0=>x=1-a.

Konaéno resenje je onda:

Y, =(1-a). (I1.40)
2) Nehomogena linearna diferencna jednacina Il reda
ima oblik:
2
AY; +a, AL, +a,Y, =0 (11.41)
An An

i ona se, prema definiciji (II.1) i (II.2) svodi na:

Yn+2_(2_al)Y +(l_a1+az)Yn:09

n+l

koja se reSava istom smenom: ¥, = x", te sledi:

2
x’ —(2—611)x+(1+az)=0:>xh2 =1—%i1/%—a1 —-a,.

To znaci da polazna jednacina ima dva partikularna integrala:
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3) Primer iz fizike kristala
Jednacdina kojom se opisuje jednodimenziono prostiranje
poremecaja u kristalima sa pravilnom resetkom je oblika [24]:

Y +pY =0, (11.43)

n+1 n 1

gde je parametar p # p(n) = const — za neogranicene kristale
sa translacionom simetrijom (idealne balk kristalne strukture).

Ukazanom smenom Y, = x", jednacina (11.43) prelazi u:

2
x+x +p=0=>x"+px+1=0 = x, =—§J_r L.

4

Dva partikularna reSenja jednacine (II. 43) su onda:

yW = _B_,_ &2_
! 2 4

a opste resenje:

Y, =C,YV+C,Y®?, (I1.44)

1%n
gde se konstante C; i C, odreduju iz pocetnih uslova.
III. OPERATORSKO RESAVANJE DIFERENCNIH JEDNACINA
DRUGOG REDA I PRIMENA
A. Opsti slucaj — pristup resavanja

Posmatramo diferencnu jednacinu oblika:

NY, .
"1 fY, =0, (IILT)
Anz fn n

koja se, s’obzirom na (II.2) moZe napisati kao:

[( 7 -1f + f} (I11.2)
Sada formiramo odgovaraju¢u nehomogenu jednacinu:
~ A A 71
(G-1f 7]y =0, =0, <[ -1 + 7] @, @13

Ovo je formalno resenje polaznog problema, a prema opstoj
teoriji diferencnih jednacina, treba da ima dva nezavisna parti-
kularna integrala: y’(ql) i y®:

() A P (A A N

Lako je uociti da se oduzimanjem ove dve jednacine dobija
trazeno resenje jednacine u formi (I11.2):

=@, . (L4

[(ﬁ—1)2+ﬁ1]( W_y0)=0 = v, =y - s

To znaci da je potrebno odrediti ova dva partikularna resenja.
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Kako se operator (Tl —1)2 + fn moze se napisati na dva pot-

,,[1+f, ( ﬂ
(-G,

(fl _1)Z +fnr ima sledece dve forme:

puno razli¢ita nacina:

(G-1f +7, =

onda i operator
j E[Hﬁ'l(fl—l)zjlﬁ;l -
-S>ty 7

J, E|:l+(T IT f _l(ﬁ—ly =
=S| -

k=0

(11L.6)

Operatori J, i J, napisani u eksplicitnoj formi su:

=7t —17+f<—1fﬁ, i1 -]
[1 1) 7+ (6 -1) 76 1) —...](TI—J

i moraju se pisati i ratunati u datom poretku, jer operatori f,

i T, =1 ne komutiraju! Dva partikularna integrala nalaze se
onda kao:

y=Jo,; = J,,. (I1L7)

Sada treba konkretizovati funkciju @, ,
tako da se jedan od dva beskonac¢na reda iz (II.6) presece.

Posto je: (TA1 —I)ZC =0, biramo: @, = f, , pa su onda:

a treba je odabrati

LI S ) ST ) ) e
VO G ) - )
a ukupno trazeno resenje polazne jednagine je:

A ) N ) |

SR

B. Diferencna jednacina stanja kristalnih nano-struktura

(IIL.8)

Kao §to je receno, u problemima fizike kristala [24-28]
Cesto se pojavljuje diferencna jednacina tipa:

Y +7Y

n+l n-1

+p,Y, =0, (I1L.9)

n

koja se od (I1.41) razlikuje po tome $to parametar p (bitno!)
zavisi od argumenta #, tj. p = p,, ¢ime se opisuje translaciona
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neinvarijantnost (realnih i posebno nano) kristala, a argument
definiSe polozaj molekula (atoma, jona) u kristalu.

Upotrebom translacionih operatora ova jednaCina moze se
napisati u slede¢em obliku:

(T1 +T, +/3,1)Y =0.

n

(I11.10)

U prethodnom paragrafu je naglaseno da se krucijalan zahtev
za nalazenje reSenja ovom metodom sastojao u tome da jedan
od operatora primenjen na konstantu u rezultatu daje nulu.

Ovde imamo operatore 7:1 +T i ,5” . Ni jedan od njih pri-
menjen na konstantu, ne moze dati nulu. Zato izraz (II11.10)
moramo transformisati u:

7,25, 2], 0

jer operator (TA; + ]Ai L= 2), primenjen na konstantu, daje nulu:
(f+7,-2)c=FCc+7,c-20=C+C-2C=0.
Radi pojednostavljenja, uvedemo oznake:
a=T+T,-2; b,=p,+2,
pa jednacina (II1.10) postaje:

(&+l§n)Yn:0, (IIL11)

pri ¢emu je aC =0.

Posto je ova jednaCina homogena, njeno reSenje cemo
traziti, kao i u prethodnom paragrafu, preko odgovarajuce
pomo¢ne nehomogene jednacine:

(6+5,)y, = (IIL.12)

koja ima dva linearno nezavisna reSenja: y}(ql) :jl(bn i
yflz) = jz(D,,, a pomocu kojih je trazeno opsSte reSenje
jednako: ¥ = yfll) - yiz)' Ostaje da nademo ove partikularne
integrale. Na osnovu dvostrukog razvoja operatora:

b, (1 + 13,;15:),

a+b, = .
[z(1+[z_1bn )

n

odnosno inverznog operatora:
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Ukoliko sada specificiramo funkciju @, — uzmemo da je:

@, =b,, onda se prvo resenje dobija u vidu:

A

yl = (1 ~bla+b'ab'a —...)13;113,1 =1,

a dobijen je zahvaljujuéi Cinjenici da je a-1=0.
Drugo resenje se izrazava kao:

Y& =g —a71g a7, + 6,67 16,a716, -

i da bi se izraCunalo treba naci eksplicitnu formu operatora
47", Kako operator @ ima dva oblika:

_2[1—%(]:1 +f_1)},
@+inﬁam+ﬁJﬁ

onda postoje i dve forme njemu inverznog operatora:

GA=]:1+]A1 -2=

@ :_[1_1(fl +fl)}l :_i%(fl +f—l)k = ‘2115
2 0 2

i =12+ 1) T (4 7,) =

o (IIL13)
=S 0Mf T, ) 2 4,

. . ] ~ -1 M .. oy
ali se i operator (Tl +T_1) moze napisati u dve razlicite
forme, jer je:

pa su:

(fl T )71 :(1+f72)71f—1 = :ZO(_ l)kfizm = A1;

(Al +7A11)71 :(1+f2)71 Al :i(_l)kukﬂ =0,

[S)

Operatorske forme 1211, 1212, 0, i 0, biraju se tako da re-

zultat njihove primene na datu funkciju diskretne promenljive
bude konvergentan red. Kada je taj izbor napravljen, moze se

()

izraCunati y,

. ReSenje polazne homogene jednacine bice

dato preko:

Y, =y —y® =147 +a'ba'b —..=
(1) (a5, ).

C. Jedan karakterisican primer

(II1.14)

o0
k=

S

Kao primer posmatraéemo slucaj kada je: p, = A4e"* -2,

tj. diferencnu jednacinu:

ISBN 978-86-7466-930-3



ETRAN 2022

ZBORNIK RADOVA, LXVI KONFERENCIJA ETRAN, Novi Pazar 6 - 9. juna 2022.

Y +Y +(Ae’“Z —2)Yn =0,

n+l n—1

(I11.15)

gde zaklju¢ujemo da je: l;n = Ae"”, pa zbog toga §to je to

eksponencijalna funkcija, neke od operatora ne moramo traziti
preko beskonacénih redova. Tako se vidi da je:

(fl + )Ae"“ =2cosha Ae"”,

T,
A A Y1[A A
a kako je: (T1 +T_1) (T1 +T_1):l,znaéi da je:

1

(fl " jil )71Ae’“1 - 2cosha

Aenll

S obzirom da je cosha > 1, moramo koristiti one operatorske
. " A A\l .
redove u kojima figuriSe operator (T 1+ T _1) . Takav je red

(I11.13). To znaci da ¢e u (I11.14) operator @', primenjen na

na

funkciju 4e"”, dati rezultat:

a'h, =a"'Ae" = 22" (f"l +T, )JHAC”“ =
k=0

°° 1 Ae" & 1
=4 na 2k — —
© kz:(; 2"'cosh™'a  2cosha 7 (coshar )*
oA
- 2(coshar 1)’

pa dalje sledi:

a0, —ataen A _
2(coshar —1)
A2e2na
2*(cosha —1)(cosh2a —1)°

Prema tome, izraz (II1.15) se moze pisati kao:

Aena A2e2na
Y =1- T -
2(cosha—1)  2*(cosha —1)(cosh2e — 1)

(1){AZM ]k ﬁ(ws;sa_l).

s=1

(IIL.16)

0
k=

Sada treba pokazati da ovo reSenje zadovoljava polaznu je-
dnadinu (I11.15). Kada se resenje (I11.16) uvrsti u tu jednacinu,
lako se vidi da suma prvog, drugog i Cetvrtog ¢lana iznosi:

5 ()

0
k=1

2(coshka 1)

k
H(cosh,sa -1)

5=0

a tre¢i €lan se moze napisati na sledeéi nacin:

S 1)’{“"“]

k=1 2

: 2[cosh(k+1)a —1]

ﬁ(coshs a-1)

s=0
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i on, posle zamene sumacionog indeksa k +1 = ¢, postaje:

S el

5=0

g=

Vidi se da je ovaj rezultat jednak onom od sume prvog, dru-
gog i Cetvrtog Clana, ali sa suprotnim znakom, Sto znaci da je
njihov zbir jednak nuli. Dakle, resenje (II1.16) upravo predsta-
vlja reSenje polazne jednacine (I11.15).

Na kraju ¢emo potraziti konkretan fizicki sistem kod koga
se pojavljuje jednacina tipa (III.15). Ako se posmatra oscilo-
vanje jednodimenzionog lanca molekula [12,13,22,23,29,30],
onda je popravka potencijalne energije lanca, koja poti¢e od
oscilovanja molekula, data sa:

(II.17)

gde je u,, pomeraj molekula iz ravnoteznog polozaja Cija je
koordinata oznacena sa m, dok je C — Hukova konstanta iste-
zanja i predstavlja drugi izvod medumolekulske interakcije po
rastojanju izmedu molekula. Torzione konstante (i odgovara-
juci modovi!) se zanemaruju. Oscilatorna sila, koja deluje na
molekul u tacki n, definise se klasi¢no preko:

F :_Gl’ odnosno: g __AV (IIL.18)
" Ou ! Au

n n

i jednaka je proizvodu izmedu mase molekula M i njegovog
ubrzanja: M i, =F,. Naosnovu (I11.17) i (1I1.18) sledi:

Mii, =C(u +u, , —2u,. (IL19)

n+l n+l

+u, —2un):>%iin =u

Ovo je jednacina kretanja fononskog poremecaja. Kako pome-
raj mora biti realan, uze¢emo da je:

u,(t)=y,coswt; y, =u,(0)

Sto znacida je 1, = —a)Zt//,,cosa)t. Ako se ovo uvrsti u izraz

(II1.19), dobija se sledeca diferencna jednacina:

2
Vin TV, t [MCO - 2]’//»1 =0. (I11.20)
U slucaju idealne (translaciono invarijantne) strukture, pod
2
normalnim pritiskom, veli¢ina Mo =pne zavisi od indeksa

C
¢vora n. Ako u grani¢nim delovima lanca dode do njegovog
sabijanja i to tako da medumolekulsko rastojanje ekspo-
nencijalno opada ka drugom kraju lanca, onda se moze uzeti
da se Hukova konstanta ponasa po zakonu:

C=C,e ™,
Sto znaci da se p moZe napisati u obliku A(m)eom, gde je
2 2
A(w):Mw Y a o - €. Na osnovu ovoga
c Q) " \wm
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jednacina (I11.20) postaje:

Vo tw,  + [A(a))e“” —2] v, =0, (II1.21)
i ona je po obliku identi¢na sa (III.15). Prema tome, resenje
tipa (II1.16) moze se koristiti za izratunavanje molekulskih
pomeraja u 1D lancu u kome su molekuli na jednom kraju
sabijeni.

IV. ELEKTRONI U ULTRATANKIM FILMOVIMA

Na konferencijama ETRAN jos od pocetka ovog veka pred-
stavljali smo razli¢ite metode za analizu sistema elementarnih
pobudenja uglavnom u ultratankim kristalnim filmovima, npr.
fonone i termodinamiCke osobine 2003. — 2021., eksitone i
optic¢ka svojstva 2004. — 2013, te elektrone i provodnost 2003.
—2013. Ovde ¢emo demonstrirati primenu izloZene teorije na
elektronski sistem, a u posebnom radu i eksitonsku difuziju u
modelu filma sa nanoskopskom debljinom.

A. Model elektrona u ultratankom metalnom filmu

Ultratanki metalni filmovi (UTF) jesu strukture sa naruse-
nom simetrijom, pa se kao glavni problem analize UTF poja-
vljuje problem korektnog nalaZenja Grinove funkcije (GF)
filma. Kako je ve¢ ranije napomenuto, ovaj problem nije trivi-
jalan, jer GF u strukturi sa narusenom simetrijom duz jednog
pravca zavise od dva prostorna indeksa ponaosob, a ne od nji-
hove razlike kao u balk-strukturi [31,32]. Zbog toga je cillj
ove analize razvijanje takve tehnike sa GF koja ¢e korektno
reprodukovati karkateristike konkretnog UTF.

U analizi elektrona u UTF, koristi¢emo upro$¢eni Habardov
model [34,35], uzet u aproksimaciji najblizih suseda. Pretpo-
stavicemo da je film ,,iseCen” iz idealne proste kubne stukture,
pa hamiltonijan ovog podsistema ima oblik:

Wﬁ,ﬁ+/1A>7An Z R ) +1Aﬁ +Z ﬁﬁ+ﬂA:erﬁ+Z' (Iv.1)

A
U ovoj formuli W predstavlja energiju elektronskog transfera,
tj. jon-jon interakciju, vektor A spaja najbliZe susede sa onim
koji se nalazi u tacki reSetke oznacenoj sa j, a Fermi opera-

tori A" i A kreiraju i anihiliraju elektrone, respektivno. Dakle,
UTF je tanslaciono invarijantan u XY ravnima, a simetrija je
narusena samo u z-pravcu. U skladu sa ovim, vrednosti ideksa
ny, n, i n; kreéu se u slede¢im intervalima:

i

 ~10%i=x,y;

=n; =

n.=0,1,2,---,N.; N. <10.

B. GF i korelaciona funkcija ultratankog metalnog filma
U analizi bi¢e koris¢ena antikomutatorska GF [24,12—14]:

Gﬁ,rﬁ(t)5<< Al 45 >>:9(t)<{Aﬁ’A%}>’

gde je 6(f) Hevisajdova step-funkcija (0 =0,zat<0i0=1,
za t > 0). Diferenciraju¢i po vremenu (IV.2) uz koriséenje
jednacina kretanja dolazimo do sledeée jednacine:

(IV.2)
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zh G o ()=i080)S, 5, 5, WG, ()~

(IV.3)

U ovoj jednacini bice izvrSene Furije-tansformacije vreme —

frekvencija: G J' doe” an,nj,,nz;mj,mv‘ m (a)),

Ay 03, m, M

5(;): J‘dwe*"‘”’; hao = E, nakon Cega ona prelazi u:
(E-eW)G, , . (w):ﬁﬁn O O —

N1y 1 S 1 T ny,m, = n,m,

27 "
_W[Gn‘+1,nj.,n:;mA,m.m ( )+G 71n S5y, ( )+Gn sy my, (a))+

+Gnn lnmmm( )+Gnnn+lmmm( )+Gnnn—lmmm(a))]’

av.4)

Na ovom mestu moramo uzeti u obzir da je simetrija narusena

u z-pravcu, $to znaci da u raun moramo uvesti grani¢ne uslo-

ve u ovom pravcu, a koristi¢emo najjedostavnije — koji su u
odsustvu slojeva za n,=-11in,= N,+ 1 jednaki:

/4

. =W, . =0.
nx,ny,O,mx,my,fl nx,ny,NZJrl,mx,my,NZ

promene interakcija u grani¢nim slojevima i promenu interak-
cija izmedu grani¢nog sloja i prvog unutrasnjeg sloja. Ovi
opstiji grani¢ni uslovi bili su koris¢eni u analizi sistema Fren-
kelovih eksitona [24,34,35]. U skladu sa usvojenim grani¢nim
uslovima jednagina (IV.4) raspada se na sistem od 3’ jedna-
¢ina, gde je / broj pravaca narusenja simetrije (u razmatranom
sluéaju je / = 1), pa sledi:

}’lz;o. (E_SW) Gn,,nL,O;m“mwmz = Zlh 50"7 50"‘ 5” e
- W(Gnvﬂ,n‘ O5m,my, m. + G" ~Lny Oimymy m. )
- W(Gn”n‘ +1,0;m,my, m. + G" sy =1,0immy m )
-WG, Lo, >
(IV.5a)
1< n, S N-’ -1 (E - 6W) ann‘ s m, . = % nem, Gy m, Cn.m.
- W(G,,ﬁl.,,l s m, + Gnl—l,n‘.,rx:;m‘.m‘-,mZ )_ (I
- W(GnY,n‘ +L,n,3m, m, m, + ann\fl,n,;mwm‘ m )_
- W(Gn‘ o +m mm + Gnl,nl a=lm my m ;
V.5b)
n,= Nz : (E - SW) Gn“n} Nosmmym, = %‘Sn‘,ml 5:1‘ m, 61V,~l"; -
- W(Gn,ﬂ.m Nosmmy, m. + G"c’“‘\ N3y )_
- W(G”l LN s my m + Gnl ny,=LN_immy
- WGn\.,n\ N =Limygmy, m *
(IV.5¢)

Imajuci u vidu da je film translatorno invarijantan u svim XY
ravnima izvr§i¢emo delimi¢nu transformaciju prostor-impuls:
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G (@) z b il (o)a, , (@)

y kok,

sa Kronekerovim simbolima u reprezentaciji ravnih talasa:
— 1 z eiakx (n,—m, ), S — 1 z e““"y (”y’"’y )7
Nx k, N,V kr

gde je a kostanta kristalne reSetke. Posle zamena ovih
transformacija ovaj sistem jednacina se upros¢ava i postaje:

n =0: ih
- Gk, Ky [Wal,m, + (g + W)ao,m, ]: 21750.»1: 5
(IV.6a)
IsnsN.ol G, e, +Wa, o, )+
o o - (IV.6b)
ih
+ gaﬂ, m. ]_ 5)’1
2
n,=N,:

—1,m,

Gk‘,ky [WO‘NZ (8+ W AN, ]_ ”§N m, >

(IV.6¢c)
ar, — 4Wsin? ﬂ Funkciju o
podobno je uzeti u slede¢em obliku: ?
Ay Za m, a) smn +1)(pv—sinnz<pv],

u kojem se nepoznate funkcije odreduju tako da grani¢ne jed-
nacine (IV.6a) i (IV.6¢) budu zadovoljene. Ako se ovo zameni
u (IV.6b) dobija se:

Z le , (2Wc0sgov + é‘) a, x

X [sin(nz +1)p,

a zamenom u (IV.6a), ona postaje:

aV.7)
ih

- SInnZ¢V] = 272_ 5)12 m, 2

"

ZGk i (2Wcosqov +e)av sing, :é—hé‘o
Tk o

Lako se uocava da ova jednacina predstavlja specijalan slucaj
jednacine (IV.7) za nultu vrednost indeksa n.. Ako se izraz za
a, . (a)) zameni u (IV.6¢), dobija se jednacina koja predsta-

vlja specijalan slucaj izraza (IV.7) za n, = N, pod uslovom:

(1-cosg,)sin(N. +1)p, =0 = ¢, =

YZ_ (IV.8)
N_+1

z

gdeje v=1,2,3,..., N
Konacan izraz za GF onda postaje:

( N, lak ‘)H'ak,.(nv—m,.)
) - —X
Ny Ny, 0,y ,mj.,m 27[ N N ZZVZI: a) a)k k v (IV.9)
x| sin(m, +1) NW[ I —sinn, } ZLZ sin(m, +v/) 1
+ N, +

a koeficijenti Liv, odreduju se iz algebarske jednacine:
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L vr . v
Oy = Z{sm(nz + 1)ﬁ —sinn, YA J X

v=l z z

N.
17 si ’ vr
X; VVSln(mZ+V)NZ+1,

tako da ona bude zadovoljena kada je: 0, , =1 za n =m,

i 5;1 m, =0 za n,#m,.
Na osnovu definicije, npr. iz [36], spektralna intenzivnost
elektronske GF c¢e biti:

w+i6)-Glo—id)

I, = — = (IV.10)
e® +1 5-50°
N zak ny—m, ik, (n,~m, )
RO do-a,,,.)

e® +1

N
x| sin(n, + 1)% —sinn, ]V‘”j.-l:| VZ:;LZW,Sin(mZ +V) N‘:Z .

z z

a ona je potrebna radi proracuna korelacione funkcije [12-14]:

(45,0.0.(0)4, , , (0))= wae’“"’l (@)= (IV.11)

11 o g !
_VYF;ZZ By

y k, v=l
e © +1

mk (ny—m, Yiak, (n -m )X

y {sm(nz 1)

gde je:

k ak v &
E , ,=ha, =4 sit 4 sit— psif —— =
kokyw =G gy W{ 5 ) N.+12

energija elektronskih stanja.

N_+1 N+1

z

C. Elektronske koncentracije u uskom sloju oko Er

Izraz za elektronsku koncentraciju dobija se preko (IV.11)
ako se uzme ¢t = 0 i m; = n;, i = x,y,z. Medutim, elektronske
koncentracije moraju se racunati u reprezentaciji hemijskog
potencijala, tj. po statistickim formulama velikog kanonskog
ansambla, zbog toga $to se broj elektrona u sistemu odrzava.
Hemijski potencijal bi¢e uzet [13,24] kao najveca vrednost
energije elektronskih stanja u prvoj Briluenovoj zoni [14], tj.

ﬂ:(E’fnknv)max —4W[2+sm N, 172[]

Vode¢i racuna o ovoj napomeni, u (IV.11) mora se izvrsiti
zamena Ejy iy > Ep iy — p. Osim toga, elektroni koji se na-
laze u uskom impulsnom sloju oko Fermi-povrsi najaktivniji
su u fizickim procesima [12,13], pa ¢emo odrediti koncentra-
cije u ovom sloju i to u formi:

C, =(4:,.,.0)4,,,0) (IV.13)
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s’'tim da se sumiranje po k, i k, zamenjuje odgovarajucom

1 1 a’ .
LT < e, e

maciji malih talasnih vektora.

Posmatrac¢emo ilustrativni primer: troslojni film (film sa tri
XY paralelne neogranicene kristalografske ravni — dve grani-
¢ne i jedna u sredini filma), dakle N, = 2.

Na osnovu prethodnih rezultata upadljivo je da impulsni
indeks v uzima jednu vrednost manje nego konfiguracioni
indeks n.. Za izabrani primer: n, € [0,1,2], dok v € [1,2]. To
fizi¢ki znaci da u jednom sloju troslojnog filma nema provod-
nih elektrona sa zakonom disperzije (IV.12). U ovom slucaju
elektroni ostaju lokalizovani ili se, eventualno, film jonizuje
tako Sto elektroni iz jednog sloja napuste film. Na osnovu
ovoga ocigledno je da se troslojni film ponasa kao jedan od tri
navedena subfilma. Ti subfilmovi su: subfilmsa n,=0in,=1
(u daljem tekstu oznaka 0-1), subfilmsa n.=11in,=2 (ozna-
ka 1-2) i subfilm sa n, = 0 i n, = 2 (oznaka 0-2). Za svaki od
pomenutih subfilmova ¢emo izracunati koncentracije elektro-
na uz podatke da je: W= 1,885 10" J, a temperatura sobna,
dakle: ® = ky T=4,14 - 10°*' J. Na osnovu ovoga, izracunali
smo raspodelu koncentracija uzduz (nano)debljine filma za:

integracijom:

— subfilm 0-1 C=0,011
0 C,=0,025
2 C,=0,025
— subfilm 1-2
1 C=0,011
2 C,=0,025
— subfilm 0-2
0 C,=0,025

Rezultati analize pokazuju da se troslojni metalni film
ponasa kao dvoslojni, jer se provodni elektroni pojavljuju
samo u dva sloja. Za troslojni film postoje tri dvoslojna
subfilma i to 0-1, 1-2 i 0-2, pri ¢emu su 0-1 i 1-2 fizicki
identi¢ni. Posto su ti subfilmovi isti, verovatnoca njihovog
pojavljivanja u eksperimentu iznosi 2/3, dok verovatnoca
pojavljivanja filma 0-2 iznosi 1/3.

U svim subfilmovima zapaza se skin efekt. Kod subfilmova
0-1 1 1-2 skin efekt je asimetri¢an, dok je kod subfilma 0-2 si-
metri¢an. Skin efekt kod subfilma 0-2 moZe se nazvati pravim
skin efektom, jer su koncentracije na granicama jednake, a u
srednjem sloju nema provodnih elektrona. Misljenje je da ova
varijanta subfilma ima najbolje aplikativne perspektive.

V. ZAKLIUCAK

Teorijsko izuCavanje stuktura velikih dimenzija uglavnom
zahteva reSavanje diferencijalnih jednacina sa konstantnim
koeficijentima. U istraZivanjima nanostruktura javljaju se
difrerencne jednacine, ali i njihovi koeficijenti zavise od pro-
stornih koordinata zbog neophodnosti da se u racun uvedu
grani¢ni uslovi, kao i uticaj vakancija i primesa. Zbog poveca-
nog interesovanja za ove probleme nasa namera je da doprine-
semo ovoj tematici. Cilj je da se prikaze kompletna tehnika
izratunavanja diferencnih jednacina i demonstrira primena
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diferencnog rauna u analizama fizickih karakteristika
savremenih nanostruktura.

Udarni trend ovog rada je Cisto operativan, tj. ima za cilj da
se razvije sposobnost za opisivanje i reSavanje konkretnih pro-
blema uvodenjem teorije diferencnog ra¢una. Matematicki
fundamenti diferencnog racuna u vidu korolara, teorema i
komplikovanih dokaza nekih stavova ispusteni su jer se sve to
moze na¢i u predlozenoj matematickoj literaturi. Treba jo§
napomenuti da se za niz reSenja razli¢itih problema lako
dokazuje da ona stvarno zadovoljavaju pocetnu jednacinu.
Ovo je uinjeno prvenstveno zbog toga da se Citalac privikne
na operativnu tehniku diferencnog rac¢una. Najéesce koris¢ena
matematicka struktura u reSavanju problema diferencnog
racuna je ovde zastupljena uvodenjem translacionih operatora,
jer se njihovim koriséenjem najefikasnije dolazi do resenja
opisanog problema. Dakle, ova prikazana teorija daje
neophodno orude istrazivadima — teoretiCarima kako bi se
iznaSla odgonetka na pitanja kako i zasto dolazi do tako
drasti¢nih izmena svojstava struktura kada se oni proizvedu sa
nano-dimenzijama.

Najveci doprinos ove teorije diferencija i antidiferencija je
moguénost opisivanja vrlo specifi¢nih i bitno razli¢itih oso-
bina nanoskopskih u odnosu na balkovske kristalne strukture.
Na konferencijama ETRAN jo$ od pocetka ovog veka pred-
stavljali smo razli¢ite metode za analizu sistema elementarnih
pobudenja uglavnom u ultratankim kristalnim filmovima i
njihove karakteristi¢ne osobine, a ovde smo demonstrirali pri-
menu izloZene teorije na elektronski i eksitonski sistem. Od
rezultata treba istaci upecatljiv skin-efekat i razliCitu prostornu
distribuciju i razli¢itu koncentraciju elementarnih pobudenja.

ZAHVALNICA

Za ovako bogatu teoriju diferencija i antidiferencija, kao i
diferencnih jednacina, najzasluzniji je pokojni akademik, prof.
dr Bratislav Tosi¢ (1935-2010).

Ovaj rad je finansijski podrzan od strane Ministarstva za
nau¢notehnoloski razvoj, visoko obrazovanje i informaciono
drustvo Republike Srpske (Projekti br. 19.032/961-36/19 i
19.032/961-42/19).

LITERATURA

[1]  G. Cao, Nanostructures and Nanomaterials: Synthesis, Properties and
Applications, 2nd ed. London, UK: Imperial College Press, 2004.

[2] E.L. Wolf, Nanophysics and Nanotechnology, 2" ed. Weinheim, UK:
Wiley-VCH, 2006.

[3] R.W.Kelsall, LW. Hamley, M. Geoghegan (Eds.), Nanoscale Science
and Technology, Chichester, UK: J. Wiley & Sons, 2005.

[4] A.G.Davies, JM.T. Thompson (Eds.), Advances in Nanoengineering —
Electronics, Materials and Assembly, London, UK: Imperial College,
2007.

[5] C.N.R.Rao, P.J. Thomas, G.U. Kulkarni, Nanocrystals: Synthesis,
Properties and Applications, New York, USA: Springer, 2007.

[6] S.N.Elaydi, S. Axler, F.W. Gehring, K.A. Ribet, An Introduction to
Difference Equations, Berlin, Germany: Springer, 1999.

[71 S. Goldberg, Introduction to Difference Equations, New York, USA:
Dover, 1986.

[8] J.J. Abdul, Linear Difference Equations with Discrete Transforms
Method, London, UK: Clarkson University, Kluwer AP, 1996.

[91 R.P. Agarwal, Difference Equations and Inequalities: Theory, Methods
and Applications, New York, USA: Marcel Dekker, 2000.

[10] L. Brand, Differential and Difference Equations, New York, USA:
John Wiley, 1966.

ISBN 978-86-7466-930-3



[11]
[12]

[13]

[14]

[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]
[26]

[27]

(28]

[29]

[30]

ETRAN 2022

ZBORNIK RADOVA, LXVI KONFERENCIJA ETRAN, Novi Pazar 6 - 9. juna 2022.

L.M. Milne-Thomson, The Calculus of Finite Differences, London,
UK: Macmillan, 1960.

B.S. Tosié, V.D. Sajfert, J.P. Setraj¢i¢, D. Popov, D. Ciri¢, Primena
diferencnog racuna u analizi nanostruktura, Novi Sad Srbija:
Vojvodanska akademija nauka i umetnosti, 2005.

B.S. Tosié, J.P. Setrajcié i S.K. Ja¢imovski, Metodi teorijske fizike,
Zemun — Beograd, Srbija: Kriminalisticko-policijska akademija, 2018.
V.D. Sajfert and J.P. Setraj¢i¢, “Application of Green’s Functions and
Difference Equations in Theoretical Analyses of Nanostructures”, in:
Monograph Series on the Foundations of Natural Science and
Technology, Vol. 15: Topics in Nanoscience, Part I: Basic Views,
Complex Nanosystems: Typical Results and Future, Ed. Schomers W.,
Ch. 7, pp. 311-412, Singapore, Singapore: World Scientific, 2022.
J.D. Watson and F.H.S. Crick, “Molecular Structure of Nucleic Acids:
A Structure for Deoxyribose Nucleic Acid”, Nature, vol. 171, pp. 737-
738, 1953.

V.M. Agranovich, Theory of Excitons, Moscow, SSSR: Nauka, 1978.
A.J. Setraj¢i¢-Tomié, D. Rodié, LJ. Setrajéi¢, V.D. Sajfert and J.P.
Setraj&i¢, “Basics of Optical Engineering — Analysis of Environmental
and Quantum Size Effects on the Optical Characteristics of Molecular
Crystalline Nanofilms”, Photonic Nanostruct. vol. 31, pp. 115-128,
2018.

A.J.Setraj¢i¢-Tomi¢, M. Vojnovié, J.P. Setrajci¢, S.M. Vucenovié and
N.R. Vojnovi¢, “Theoretical Basis of Optical Engineering of Ultrathin
Crystalline Film-Structures®, Opt. Quant. Electron. vol. 52, no 4, 251
[1-18], 2020).

L. Edelstein-Keshet, Mathematical Models in Biology, New York,
USA: Random House, 1988.

J.P. Setraj¢i¢, S. Armakovié, LJ. Setraj¢ié¢ and Lj.D. Dzambas,
“Surface Localization of Electrons in Ultrathin Crystalline Structures”,
Mod. Phys. Lett. B, vol. 28, no. ), 1450023 [8 pages], 2014.
J.P.Setrajéi¢, S.K Jaéimovski i S.M.Stojkovi¢, Uticaj elektronskog
podsistema na posebne odlike kristalnih nanostruktura, Zemun —
Beograd, Srbija: Kriminalisticko-policijska akademija, 2018.

J.P. getrajéié, D.LIli¢ and S.K.Ja¢imovski, “The Influence of the
Surface Parameter Changes onto the Phonon States in Ultrathin
Crystalline Films”, Physica A vol. 496, pp. 434-445,2018.

J.P. getrajéié, D.I. 1li¢, S.K. Ja¢imovski and S.M. Vucenovi¢, “Impact
of Surface Conditions Changes on Changes in Thermodynamic
Properties of Quasi 2D Crystals”, Physica A vol. 566, pp. 125650,
2021.

Ch. Kittel, [ntroduction to Solid State Physics, New York, USA:
Wiley, 2004.

P. Hoffmann, Solid State Physics, New York, USA: Wiley, 2015.
S.M. Girvin and K. Yang, Modern Condensed Matter Physics,
Cambridge, UK: Cambridge Univ. Press, 2019.

V.D. Sajfert, B.S. Tosi¢, “The Research of Nanoscience Progress”, J.
Comput. Theor. Nanosci. vol. 7, no. 1, pp. 15-84, 2010.

V.D. Sajfert, B.S. Tosi¢, “Order—Disorder Excitations in
Nanostructures”, in: Encyclopedia of Nanoscience and
Nanotechnology, vol. 20, pp. 281-350, 2011. (American Scientific
Publishers, Ed. H.S. Nalwa, Valencia, California 2011).

J.P. getrajéié, V.D. Sajfert, S.K. Ja¢imovski, “Fundamental Preferences
of the Phonon Engineering for Nanostructural Samples®, Rev. Theor.
Sci. vol. 4, no. 4, pp. 353-401, 2016.

V.D. Sajfert, J.P. Setrajéic’, S.K. Ja¢imovski, D.Popov, “Theoretical
Basis for Phonon Engineering of Nanostructures®, Quantum Matter,
vol. 6, no. 1, pp. 18-27,2017.

MO1.1 - Page 12 of 12

V.D. Sajfert, J.P. Setrajéic’, B.S. Tosi¢, R.P. Daji¢,” Excitonic
Diffusion in Thin Molecular Films”, Czechoslovak J.Phys. vol. 54, no.
9, pp. 975-988, 2004.

V.D. Sajfert, J.P. Setrajéic’, S.K. Ja¢imovski, B.S. Tosi¢,
“Thermodynamic and Kinetic Properties of Phonons in Cylindrical
Quantum Dots”, Physica E, vol. 353, pp. 479-491, 2005.

H. Ibach and H. Liith, Solid State Physics, An Introduction to
Principles of Material Science, 4" ed. Berlin, Germany: Springer
Nature, 2009.

S. Doniach and E.H. Sondheimer, Green's Functions for Solid State
Physisists, London, UK: Imperial College Press, 1999.

G. Strobl, Condensed Matter Physics, Crystals, Liquid Crystals and
Polymers, Berlin, Germany: Springer, 2004

D. Popov, S.K. Ja¢imovski, B.S. Tosi¢, J.P. éetrajéié, “Kinetics of
Thin Films Mechanical Oscillations”, Physica A, vol. 317, pp. 129-
139, 2003.

[31]
[32]
[33]

[34]
[35]

[36]

ABSTRACT

The trend of rapid development of nanotechnologies is caused by
the discovery of nanostructures — materials that have significantly
different physical characteristics when compared with large
structures (balk). Nanostructures also have a series of qualitatively
completely new and changed effects. For example, superconductive,
thermal insulation, acoustic and other properties of nanomaterials are
better or completely different from those properties in bulk
structures. In general, the potential application in innovative
pharmacy and medicine is particularly intriguing. In a way,
differences between effects in nanostructures and massive structures
can be compared to differences between quantum and classical
effects. Theoretical study of balk structures generally requires
solving differential equations with continuous variables. In the study
of mechanisms in nanostructures, which are the culprits of drastic
changes in their properties, differential equations have discrete
variables. This is caused by the fact that coefficients depend on
spatial coordinates due to the need to calculate dimensional —
quantum and boundary (confinement) conditions, as well as the
influence of vacancies and impurities. Due to increased interest and
high expectations for the benefits of newly discovered effects, and
especially due to undeveloped theory, we have presented a theory
that aims to present the technique of calculating differential
equations and to demonstrate this in a series of applications in the
analysis of different — discovered and more undiscovered physical
properties of nanostructures.Ovde dolazi prevod apstrakta na
engleski. Srpski i engleski tekst apstrakta moraju se slagati.
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